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1. (教材习题 15.10)给出一个有效算法，它在一个给定的有向无回路图中寻找最大瓶颈容量的路径。

解答. 最大瓶颈容量的路径即最小容量的边最大的路径，记 u到 v的最大瓶颈容量路径为 L[u][v]，
则有：

• L[u][v] = max(w,v)∈E min{L[u][w], c(w, v)}

因此我们可以利用动态规划的思路，从小到大计算 L[u][v]，最终得到 L[s][t]即为所求。但题目对
图有额外限制，即图中不存在回路，因此我们可以利用拓扑排序的思路，按此顺序进行更新。具
体思路如下：

(1) 对图G进行拓扑排序，得到顶点序列 v1, v2, · · · , vn；注意到此时我们可以假设 v1 = s, vn = t。
(2) 令 L[v1][v1] = ∞，对于 j = 1, 2, · · · , n，计算 L[v1][vj ]，计算公式如下：
(3) L[v1][vj ] = max{min{L[v1][vk], (vk, vj) ∈ E}}
(4) L[v1][vn] 即为所求路径。

注意到拓扑排序的复杂度为 O(|V |+ |E|)，对于固定的 j 更新 L[v1][vj ] 需要 O(j) 的复杂性，因
此整个算法的复杂性为 O(|V |2)。

2. 最大流问题有许多常见的变型。现在考虑这样一个问题，如果不止每条边存在流量限制，每个顶
点也存在流量限制，那么最大流问题如何求解？请给出一个有效算法。

解答. 我们将这一特殊的最大流问题转换成一般的最大流问题。

给定一个具有顶点流量限制的流网络 G = (V,E, c1, c2, s, t)，其中 c1 是边上的容量限制函数，c2
是顶点上的容量限制函数,s和 t分别是源点和汇点。我们构造一个新的流网络G′ = (V ′, E′, c′, sin, tout)，
其中：

• V ′ = {vin, vout | v ∈ V }，即每个节点都变成了两个
• E′ = E1 ∪ E2，其中：

◦ E1 = {(vin, vout) | v ∈ V }
◦ E2 = {(uout, vin) | (u, v) ∈ E}

• 对于 e = (uin, uout) ∈ E1 我们有 c′(e) = c2(u); 对于 e = (uout, vin) ∈ E2 我们有 c′(e) =

c1(u, v)

我们可以证明，G′ 的最大流就是 G 的最大流。因此我们可以利用 Dinic 算法来求解 G′ 的最
大流，从而求解 G 的最大流。注意到 G′ 的顶点个数是 G 的两倍，因此该算法的复杂性依旧为
O(|V |3)。

3. Adam 教授有两个儿子，可不幸的是，他们互相讨厌对方。随着时间的推移，问题变的愈发严重，
他们之间不仅不愿意一起走到学校，甚至每个人都拒绝走另一个人当天走过的道路。两个孩子对
于自己所走的路径与对方所走的路径是否在街角交叉并不在意。幸运的是，Adam 教授的家和学
校都位于街角上。Adam 教授有小镇的地图，他想知道他能否在满足上述条件的情况下把他的两
个儿子送到学校。请给出一个有效算法帮助 Adam 教授解决这个问题。
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解答. 我们将其建模成一个流网络问题。构造如下的流网络 G = (V,E, c, s, t)，其中：

• V = {s, t} ∪ {v}，其中顶点 v 表示地图上不同的街角，特别的我们令 s 是 Adam 教授的家，
t 是学校，。

• E = {(u, v) | u, v ∈ V, u 到 v 有一条直达的路}，即 E 中的边表示地图上的道路。
• 对于所有的 e ∈ E,c(e) = 1，即每条道路的容量都是 1。

我们可以看到，如果 Adam 教授的两个儿子可以同时到达学校，当且仅当存在一个大于 2 的 s

到 t 的流。具体流程如下：

(1) 对 G 进行 Dinic 算法，得到一个最大流 f。
(2) 如果 f ≥ 2，则 Adam 教授可以按要求将两个儿子送达学校，否则不能。
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