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1. (教材习题 6.5) 请说明如何修改我们课上提到的最长公共子序列的算法，使得其还能输出对应的
最长公共子序列。

解答. 首先回顾一下最长公共子序列的算法：

最长公共子序列

输入: 两个字符串 A,B，长度分别为 m 和 n

输出: A 和 B 的最长公共子序列的长度
1: for i = 1 to m do

2: L[i][0]← 0

3: end for

4: for j = 1 to n do

5: L[0][j]← 0

6: end for

7: for i = 1 to m do

8: for j = 1 to n do

9: if A[i] = B[j] then

10: L[i][j]← L[i− 1][j − 1] + 1

11: else

12: L[i][j]← max{L[i− 1][j], L[i][j − 1]}
13: end if

14: end for

15: end for

16: return L[m][n]

因此我们可以直接根据这个反向构建出最长公共子序列，具体如下：

(1) 从 L[m][n] 开始，如果 A[m] = B[n]，则将 A[m] 加入到最长公共子序列中，然后将指针向
左上方移动一格，即 L[m− 1][n− 1]。

(2) 如果 A[m] ̸= B[n]，则比较 L[m− 1][n] 和 L[m][n− 1]，如果前者大，则将指针向上移动一
格，即 L[m− 1][n]，否则向左移动一格，即 L[m][n− 1]。

(3) 重复上述过程，直到指针指向 L[0][0]。
(4) 将得到的序列逆序输出即为最长公共子序列。

2.（最大相连子序列）列表 S 的相连子序列是由 S 中相邻元素构成的子序列。举例来说，若 S 为:

5, 15,−30, 10,−5, 40, 10
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则 15.− 30.10 是一个相连子序列，而 5, 15, 40 不是。请给出针对如下任务的线性时间算法：

输入：数值列表：a1, . . . an

输出：和最大的相连子序列（假设长度为 0 的子序列的和为 0）

解答. 这里其实只要注意到，如果一个子序列的和为负数，那么这个子序列一定不会是最大的相
连子序列的前缀。即令 Sum[i] 为以 i 结尾的最大相连子序列的值，则 Sum[i] 具有如下关系：

Sum[i] = max{ai, Sum[i− 1] + ai}

记录下当前最大和的头尾即可记录当前的子序列。进一步我们可以优化空间，只用常数个变量保
存相应的值，具体如下：

最大相连子序列

输入: 数值列表 a1, . . . , an
输出: 和最大的相连子序列
1: start← 1, tmp_start← 1, end← 1

2: sum← 0

3: max← 0

4: for i = 1 to n do

5: sum← sum+ ai
6: if sum < 0 then

7: sum← 0

8: tmp_start← i+ 1

9: end if

10: if sum > max then

11: max← sum

12: start← tmp_start

13: end← i

14: end if

15: end for

16: if max = 0 then

17: return NULL

18: end if

19: return astart, . . . , aend

该算法的时间复杂度为 O(n)，因为只有一层循环次数为 n 的循环，同时每次循环的操作次数是
常数次。

3.（长途旅行）假设您准备开始一次长途旅行。以 0 英里为起点，一路上一共有 N 座旅店，距离起
点的英里数分别为 a1 < a2 < . . . < an。旅途中，您只能在这些旅店中停留，当然在哪停留完全
由您决定。最后一座旅店 aN 是您的终点。

理想情况下，您每天可以行进 200 英里，不过考虑到旅店的实际距离，有时候可能还达不到这么
远。假设某天您走了 x 英里，那么您将受到 (200−x)2 的惩罚。您需要计划好行程，使得总的惩
罚-每天所受惩罚的总和最小。请给出一个高效的算法，来确定一路上最优的停留位置。
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解答. 记 L[k] 表示到达第 k 座旅店所受到的最小惩罚，初始我们令 L[0] = 0，即为起点。则我
们可以得到如下的关系式：

L[k] = min
j<k,ak−aj≤200

L[j] + (200− ak + aj)
2

根据上述公式更新 L[k] 即可获取最终答案。注意到 200 是一个常数，从而每次循环执行的比较
次数也是常数 (只跟 200 有关)，所以算法的时间复杂性为 O(n).
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