
算法设计与分析 Week 3

第三周作业-Solution

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2024 年 10 月 15 日

1. 考虑算法 SlowMinmax，它是将算法 Minmax 的检验条件 if high− low = 1 修改为 if high =

low，并对此算法做一些相应改变而得出的。这样，在算法 SlowMinmax 中，当输入数组的大
小为 1 时，递归停止。计算由此算法找出数组 A[1, . . . ,n] 中的最大值和最小值所需要的比较次
数，这里 n 是 2 的幂。并解释为什么此算法的比较次数大于算法 Minmax 的比较次数。

Hint: 在这种情形下，初始条件是 C(1) = 0

解答. 注意到在题设条件下，算法 SlowMinmax 的递归式为

C(n) =

0, n = 1

2C(n2 ) + 2, n > 1

则考察 n = 2k 我们有:

C(n) = 2C(
n

2
) + 2

= 2(2C(
n

4
) + 2) + 2

...

= 2kC(
n

2k
) + 2(1+ 2+ · · ·+ 2k−1)

= 2kC(1) + 2(1+ 2+ · · ·+ 2k)

= 2(2k − 1)

= 2n− 2

其比较次数大于书上MINMAX的算法，这是因为在这个算法中，递归深度更深了一层，MINMAX

递归到 n = 2 就停止了，而 SlowMinmax 则递归到 n = 1 才停止。

2. 对于某个整数 g ⩾ 3，用 g 来表示算法 Select 中每组的规模，导出用 g 表示的算法的运行时间。
当 g = 3, 7, 9, 11 时，哪个选择可以保证算法在最坏情况下执行的次数依旧是 Θ(n)?

解答. 我们用 2k+ 1 来表示 g 这个奇数，则算法的递推式为：

T(n) = T(
1

2k+ 1
n) + T(

3k+ 1

4k+ 2
n) + cn

注意到 g = 3 时 k = 1，从而 1
2k+1 +

3k+1
4k+2 = 1，而 g > 5 时有 k > 1，则 1

2k+1 +
3k+1
4k+2 < 1，并且

该值随 g 增加而递减，从而递归展开可知：
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• 当 g = 3 时 T(n) = Θ(n logn)。

• 当 g = 7, 9, 11 时 T(n) = Θ(n)。

Remark 0.1

由上述分析可知，g = 5 时算法有最快的运行速度。

一开始的答案版本混淆了 k 与 g，会有一些理解的困难，在新版已经完成了改正。

3. 有个木匠有一堆混合的 N 个螺母和 N 个螺栓。他希望能找到相应的螺母和螺栓配对。每个螺母
只能配对一个螺栓，每个螺栓也只能配对一个螺母。通过将螺母和螺栓组合在一起，木匠可以看
出哪个更大，但木匠不能直接比较两个螺母或两个螺栓。

设计一种算法来解决这个问题，该算法使用 NlogN 次比较（以概率方式）。

Hint: 好好利用 Quicksort 中的划分过程。

解答. 该问题的想法是利用快速排序中的划分过程，即利用螺母将螺栓进行划分，然后再利用螺
栓将螺母进行划分，如此反复，直到螺母和螺栓都被划分完毕。记螺母集合为 L，螺栓集合为 I，
算法流程如下：

(1) 随机选择一个螺母 x。

(2) 利用螺母将螺栓分成三部分：与其匹配的 Nx，比其大的螺栓集合 L1, 比其小的螺栓集合 L2。

(3) 利用 Nx 将剩余的螺母分成两部分，比其大的螺母集合 I1 和比其小的螺母集合 I1。

(4) 分别在 (I1,L1) 和 (I2,L2) 中递归的调用上述过程，直到螺母和螺栓都被划分完毕。

粗略来看，每次划分的时间复杂性为 O(n)，而每次划分后，螺母和螺栓的数量都会减半，因此
递归的深度为 logn，从而算法的时间复杂性为 O(n logn).

我们下面给出一个准确的分析。事实上，我们只需要关注螺母的排序时间，因为每轮螺栓的操作
个数与螺母的操作个数相同。设 T(n) 为对 n 个螺母的排序时间，特别的我们令 L 中的螺母以升
序排列 x1, . . . , xn。我们考察 xi 与 xj 被比较次数。

• xi 与 xj 会被比较当且仅当 xi 或者 xj 被选为了划分的主元，从而其会被比较的概率 pij =
2

j−i+1（这要求在 xi 到 xj 中的螺母中先选取这两个元素作为划分主元的概率）。

现在定义随机变量 Xij 为：

Xij =

1, 如果 xi 与 xj 被比较

0, 其他情况

则我们有算法对螺母的总比较次数为：

T(n) =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Xij
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计算其期望可得：

E[T(n)] = E[

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Xij]

=

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

E[Xij]

=

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

2

j− i+ 1

=

n−1∑
i=1

n−i+1∑
k=2

2

k

≈ 2n lnn

从而算法的期望比较次数为 O(n logn).

Remark 0.2

随机算法的分析需要利用到很多概率论的知识。事实上，上述也只是一个不太严谨的推理。
仅供大家参考。但希望大家能认识到的是，随即挑选主元进行划分的快速排序算法的期望时
间复杂性已经为 O(n logn).

4. 求出唯一的 4 次多项式 p，满足 p(1) = 2,p(2) = 1,p(3) = 0,p(4) = 4,p(5) = 0。

解答. 解如下方程组： 

1 1 1 1 1

1 2 4 8 16

1 3 9 27 81

1 4 16 64 256

1 5 25 125 625





a0

a1

a2

a3

a4


=



2

1

0

4

0


可得该多项式为：

p = −
3

4
x4 +

25

3
x3 −

125

4
x2 +

137

3
x− 20

Remark 0.3

也可以利用拉格朗日插值法直接算出：

p =2 · (x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(1− 2)(1− 3)(1− 4)(1− 5)
+ 1 · (x− 1)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(2− 1)(2− 3)(2− 4)(2− 5)

+ 4 · (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 5)

(4− 1)(4− 2)(4− 3)(4− 5)

实际计算略显复杂，可借助其他工具。
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5. 给出一个有序数组 A[1, . . . ,n]，其元素各不相同，请给出一个 O(logn) 的算法，找出一个下标 i，
使得 A[i] = i。如果不存在这样的 i，则返回 −1。

Remark 0.4

需要补充说明下，这个数组中的元素都应当是整数。

解答. 只需要注意到，当数组是有序不同的整数的时候，B[i] = A[i] − i 也是有序的。(整数性质：
若 x < y，则 x ⩽ y− 1)。从而问题可以转化为在 B 中找到一个 0，这可以通过二分查找来实现。
伪代码如下：

算法: 判断是否存在与值相同的下标

输入: 有序数组 A[1, . . . ,n]

输出: i 使得 A[i] = i，不存在则返回 −1

1: low← 1,high← n

2: while low ⩽ high do
3: mid← ⌊(low+ high)/2⌋
4: if A[mid] −mid = 0 then
5: return mid

6: else if A[mid] −mid > 0 then
7: high← mid− 1

8: else
9: low← mid+ 1

10: end if
11: end while
12: return −1

6. 求解下列递推式，并针对每个递推式给出一个 Θ 界限：

(1) T(n) = 5T(n3 ) + n

(2) T(n) = 8T(n2 ) + n3

(3) T(n) = 2T(n3 ) + 1

解答. 由主定理可得

(1) T(n) = Θ(nlog3 5).

(2) T(n) = Θ(n3 logn).

(3) T(n) = Θ(nlog3 2).
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7. 给定一个数组 A[1, . . . ,n]，请设计一个算法，找出 A 中和最大的非空连续子数组。例如，如果
A = [−2, 1,−3, 4,−1, 2, 1,−5, 4]，则和最大的非空连续子数组为 [4,−1, 2, 1]，其和为 6，并分析
你设计的算法的时间复杂性。

解答. 显然暴力搜索需要 O(n2) 的时间。我们利用分治思想给出一个 O(n logn) 的算法。

假设要计算数组A[low,high]的最大连续子数组，我们将其分成两部分A[low,mid]和A[mid+

1,high]，则其最大子数组一定是下列情况之一：

(1) A[low,mid] 中的最大连续子数组。

(2) A[mid,high] 中的最大连续子数组。

(3) 一个跨越 mid 的最大连续子数组。

关于最后一个，由于其必须经过 mid 位置，我们可以从 mid 开始向两边遍历，找到最大的连续
子数组，这只需要 O(n) 的时间。递归算法流程如下：

算法: 找出数组中的最大连续非空子数组

输入: 数组 A[1, . . . ,n] 和整数 x

输出: 数组中的最大连续非空子数组之和
1: return Count(A, 1,n)

2: left← 1, right← n

过程: Count(A, low,high)

3: if low = high then
4: return A[low]

5: end if
6: mid← ⌊(low+ high)/2⌋
7: leftMax← Count(A, low,mid)

8: rightMax← Count(A,mid+ 1,high)

9: crossMax← FindCrossMax(A, low,mid,high)

10: return max(leftMax, rightMax, crossMax)

过程: FindCrossMax(A, low,mid,high)

11: leftSum← −∞
12: sum← 0

13: for i = mid to low do
14: sum← sum+A[i]

15: leftSum← max(leftSum, sum)

16: end for
17: rightSum← −∞
18: sum← 0

19: for i = mid+ 1 to high do
20: sum← sum+A[i]
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21: rightSum← max(rightSum, sum)

22: end for
23: return leftSum+ rightSum

Remark 0.5

事实上，利用动态规划的思想我们可以进一步将时间复杂性降低到 O(n)，这里的核心关键
在于如果一段连续子数组的和 < 0，则在计算包含之后数组元素的子数组时我们可以直接丢
弃。具体来说，令 S[i] 表示以 A[i] 结尾的最大连续子数组和，则有：

S[i] = max{S[i− 1] +A[i],A[i]}

从而最终答案为 maxi∈n S[i]。

8. 3−SAT 问题的定义如下：其实例是一个合取范式，其中每个子句都包含三个变量的析取。例如，
(x1 ∨ x2 ∨ x3)∧ (¬x1 ∨ x4 ∨ x5)∧ (x3 ∨¬x5 ∨ x6)，其中 x1, x2, x3, x4, x5, x6 是布尔变量。3−SAT

问题是判断是否存在一种赋值方式，使得合取范式为真。

在课程的后半段，我们会知道该问题是一个 NP 完全问题。现在，考虑一个其受限的版本，假设
将其变量从 1, . . . ,n 编号，公式中的每个子句包含变量的编号差异在 ±8 以内。请给出一个线性
时间的算法，判断这样的公式是否是可满足的。

解答. 注意到变量具有局部性的性质，我们只需要保留 8 个变量的所有可能取值，从而得到一个
线性时间的算法。我们先介绍一些记号，令输入的实例为C1∧C2∧· · ·∧Cm，变量记为 x1, . . . , xn,
定义如下集合：

• V1 = {Ci | ∃ j ∈ {1, 2, . . . , 8} xj ∈ Ci or ¬xj ∈ Ci}

• Vk = {Ci | ∃ j ∈ {8k− 7, 8k− 6, . . . , 8k} xj ∈ Ci or ¬xj ∈ Ci} \ Vk−1

注意到对每个集合 Vk 其满足出现的变量至多为 x8k−15, . . . , x8k+8，从而可以构造算法如下：

(1) 枚举变量 x1, . . . , x16 的所有可能赋值，并记录下所有使得 V1 中成真的对 x9, . . . , x16 的赋值，
令该集合为 A。

(2) 若 A 为空，则返回 False。

(3) 对于 j = 2, 3, . . . k，重复如下步骤：

(i) 枚举集合 A 当前的每种赋值情况，对每个赋值情况，枚举 x8j−7, . . . , x8j+8 的所有可能
赋值。

(ii) 记录下所有使得 Vj 中成真的对 x8j−7, . . . , x8j 的赋值，枚举结束后将 A 更新成该集合。

(4) 若 A 不为空，则返回 True。

注意到 16 个变量的所有取值情况为 216 = 65536 是常数，集合 A 的大小至多为 28 = 256 也是常
数，从而上述算法的时间复杂性为 O(m)，即是线性时间的。
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