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1. F. Lake 教授给出了一种在含负边的有向图中，求顶点 s 到顶点 t 的最短路径的算法。该算法描
述如下：

给图中每条边的权重加一个足够大的常数，使得所有边的权重都为正数。然后用 Dijkstra 算法求解最短

路径。最后，将求得的最短路径的长度减去添加的常数，即为原图中 s 到 t 的最短路径长度。

请问，该算法是否正确？如果正确，请证明；如果不正确，请给出一个反例。

解答. 很遗憾，该算法是不成立的，考虑如下的反例：
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图 1: 最短路径问题的反例

• 在原图中，b 到 e 的最短路径为 b → c → a → d → e，开销为 3.

• 如果每条边的权重加上 11，那么在新的图上 e 到 b 的最短路径为 b → c → d → e，开销为
45；实际上的最短路径在新图上的开销则是 47.

Remark 0.1

造成这一方法失效的原因在于，最短路径并不是路径边数最短的；但可以看到的是，当这一
条件满足时，该方法是成立的；如求最小生成树，因为任何一颗生成树的边的数量都是确定
的。

2. 考虑这样一个有向图，其中所有的负边都是从 s出发的边；除此之外的边的权重都是正数。请问，
是否可以用 Dijkstra 算法求解从 s 到其他所有顶点的最短路径？如果可以，请证明；如果不可以，
请说明原因。
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Remark 0.2

这里假设图中不存在负的环，即最短路径始终都是存在的。

解答. 答案是可以的。原因在于 s 到其他顶点的任何一个最短路径最多只会在第一条边上是负权
重的边。我们来严格证明该结论。

设该有向图 G = (V,E,ω)。令 A = maxe=(s,u)∈E |ω(e)|+ 1，构造新图 G ′ = (V ′,E ′,ω ′) 满足：

• V ′ = V, E ′ = E，即顶点集和边集保持不变，

• 对所有由 s 出发的边，定义 ω ′(e) = ω(e) +A，其他边的权重不变。

显然 G ′ 中的每条边的权重都是正数。下面证明，令 π 是 G ′ 中 s 到 t 的最短路径，则 π 也是 G

中 s 到 t 的最短路径。

反设结论不成立，即存在一条不同的路径 π ′ 是G中 s到 t的最短路径，为了方便描述记ω(π ′) =∑
ω(e) 表示在 ω 下该路径的权重。则由反设条件，ω(π ′) < ω(π), ω ′(π) ⩽ ω ′(π ′)。注意到由

于 G 中任何一条由 s 出发的路径都恰好有且仅有一条由 s 出发的边，因此我们有：

ω(π) = ω ′(π) −A, ω(π ′) = ω ′(π ′) −A

从而：
ω(π) = ω ′(π) −A < ω ′(π ′) −A = ω(π ′)

与反设矛盾。

3. 考虑一张没有权重的无向图，通常在这种图中，两个顶点之间不止有一条最短路径。现在请给出
一个线性时间算法求出给定的顶点 u 到 v 之间的最短路径的数目。

解答. BFS 可以求出最短路径的长度，我们可以在 BFS 的过程中记录下每个顶点的前驱节点，从
而可以得到从 u 到 v 的所有最短路径。具体来说:

(1) 对每个节点我们定义一个数组 P(u)，初始 P(u) = 1，其余都为 0.

(2) 从 u 开始对图进行 BFS，与一般不同的是，每次访问到一条边 (s, t) 时，不管是否 t 访问过，
更新 P(t) 为 P(s) + P(t).

(3) 当某一轮访问到 v 的时候，这一轮全部结束后输出 P(v) 的值。

很显然，这个基于 BFS 的算法是线性的。

4. 给定一个有权重的有向图 G = (V,E,ω)，其权重可以为负，并且任意两个顶点之间的最短路径最
多含有 k 条边，请给出一个 O(k|E|) 的算法，找出从顶点 s 到顶点 t 的最短路径。
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解答. 只要理解 Bellman−Ford算法，这道题就是显而易见的。首先回顾一下 Relax操作；对一
条边 (u, v) 的 Relax 操作是指：

λ(v) = min{λ(v), λ(v) +ω((u, v))}

这里 λ(i)表示的是当前到 i的最短路径。一轮 Relax操作则是对所有边进行一次上述的更新。因
为任何一个最短路径长度至多为 |V | − 1，因此在 Bellman−Ford 算法中只要经过 |V | − 1 轮的
Relax 操作，并可得到相应的最短路径 (如果存在)。

在本题的限制下，最短路径长度不超过 k，因此我们只需经历 k 轮的 Relax 操作便可求得相应的
最短路径。注意到每一轮 Relax操作是对所有边都进行一次，因此该算法的时间复杂性是O(k|E|).

5. 设 G = (V,E) 是一个无向图。图的着色是一个对 G 中顶点的颜色指派问题，使没有两个相邻顶
点具有相同的颜色，着色问题是决定对图 G着色所需要的最少颜色数。考虑下面的贪心方法，其
试图解决着色问题。

• 令颜色为 1, 2, 3, . . .

• 尽可能的用颜色 1 对顶点着色。这里尽可能的意思是，使用颜色 1 对尽可能多的顶点着色。

• 在剩下的顶点中尽可能的用颜色 2 对顶点着色。

• 再在剩下的顶点中尽可能的用颜色 3 对顶点着色，以此类推，直到所有的顶点都被染色。

请证明，上述贪心算法并不是总能得到最少的着色方案。

解答. 这里尽可能我们理解为每次为尽可能多的顶点上色，我们考虑如下的例子：
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图 2: 着色问题的反例

该例子中，最少所需颜色为 3; 但是按照上述贪心算法，我们可能会得到如下的着色方案：

• b, e 使用颜色 1，剩余每个顶点使用一个不一样的颜色，共需要 4 种颜色。
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