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主要内容

最短路径问题介绍

单源最短路径

所有节点对的最短路径问题
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最短路径问题介绍



BFS回顾

在上节课中，我们介绍了 BFS可以求得图中的最短路径。但是，这是基于图中所有边的权
重都是相同的而得出的。

现实生活中的图不同的边可能是有不同的距离。

地图上的距离
如右图所示，假设你现在要从 A地去往 B地，各个路段的距离如图所示。

哪条路径是最短的呢？
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我们引入带权重的图 (weighted graph)这一概念。
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带权重的图

定义 1 [带权重的图].
一个带权重的有向图可以表示为 G = (V,E,ω)，其中 (V,E)是一个有向图，ω : E → R
是一个边上的权重函数，其给每条边赋予了一个权重。

例 2.
下列给出了几个带权重的有向图的例子，其中边上的标注即是这条边的权重。
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最短路径问题介绍

现在我们定义上面两个点的最短路径。

定义 3 [最短路径].
给定一张带权重的图 G = (V,E)和上面的两个点 u, v，图上的一条路径 π可以由其经过
的节点序列所表示，即 π =< u1, . . . ,un >，其权重ω(π)定义为构成该路径所有边之和，
则我们可以定义 u到 v的最短路径权重 ω(u, v)为：

ω(u, v) =

∞ 如果不存在 u到 v的路径

minω(π) : u
π−→ v 如果存在 u到 v的路径

例 4.
在上述例子的左图当中，我们有：

• ω(s,u) = 4,ω(s, v) = 13.

• ω(s, t) = 17.
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最短路径问题的一些变种

最短路径问题存在若干变种：

• 单源最短路径问题。

• 单目的地最短路径问题

• 单节点对最短路径问题。

• 所有节点对的最短路径问题。
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最短路径的基本性质-子路径也是最短的

最短路径的一个核心性质便是，最短路径的任何子路径也是最短路径。

定理 5.
给定带权重的有向图 G = (V,E,ω)，设 π =< v0, . . . , vk >是一条从 v0 到 vk 的最短路
径，并定义 πij =< vi, . . . , vj >。则 pij 是 vi 到 vj 的最短路径。

证明.假设存在 i, j使得 πij 不是 i到 j的最短路径，则令其最短路径为
π ′ij =< vi,u1, . . . ,um, vj >。由定义我们有 ω(π ′ij) < ω(πij)。考察如下的 u到 v的一条路
径 π ′:

π ′ =< v0, . . . , vi−1, vi,u1, . . . ,um, vj, . . . , vk >

则我们有:
ω(π ′) = ω(π1i) +ω(π ′ij) +ω(πj,k) < ω(π)

即 π ′ 是一条更短的路径，与假设矛盾。
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最短路径的基本性质-圈的存在性

一个最短路径是否会存在一个圈？

不可能。

• 如果存在一个权重大于 0的圈，则删掉这个圈会得到一个更短的路径。

• 如果存在一个权重等于 0的圈，则这个圈存在与否不会影响最短路径的权重。

• 如果存在一个权重小于 0的圈，则最短路径的定义没有意义，因为每走一次负圈，路径
权重就会减小。

推论 6.
给定一个 n个点的带权重的有向图，任何最短路径最多经过 n− 1条不同的边。
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单源最短路径



BFS回顾

我们说过，BFS可以求得权重一致的图中的最短路径。那有没有办法使得一个带权重的图变
成权重一致的情况那？考虑权重全是正整数的的情况。

增加虚拟节点
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松弛操作

再来考虑以下虚拟节点和真正节点的作用区别。
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• 当访问到真正的节点的时候路径长度才起到作用。

• (u, t)这条边会对 s到 t的路径产生优化作用。
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松弛操作 (Relax)

假设 s出发到其余各个点已经存在了一条路径，则我们称一条边 (u, v)的松弛操作是指，如
果存在一条从 s到 u的路径，使得其权重加上 (u, v)的权重小于从 s到 v的路径，则我们可
以用这条路径来更新 s到 v的路径。

λ[v] = min{λ[v], λ[u] +ω((u, v))}
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权重都为正数的一个想法

当权重都为正数的时候，考察 s到 t的任何一条最短路径：

s→ u1 → u2 → . . .→ uk → t

记 t = uk+1，我们有如下观察事实：

事实 7.
对于任意的 i ∈ [1, k]，我们有 ω(s,ui) ⩽ ω(s,ui+1)，也就是说 ui 对于 ui+1 说一定是
距离 s更近的点。

因此我们有了个简单的想法：

• 每次找到还未考虑过的目前距离 s最近的点，并用该点连出去的边去考虑松弛操作。

这就是Dijkstra算法的思想。
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Dijkstra算法

算法：Dijkstra

输入: 含权有向图G = (V ,E), V = {1, 2, . . . ,n}

输出: G中顶点 1到其余各个顶点的最短路径长度
1: X = {1}, Y← V − {1}, λ[1]← 0

2: for y← 2 to n do
3: if (1,y) ∈ E then
4: λ[y]←ω(1,y)

5: else
6: λ[y]←∞
7: while Y ̸= ∅ do
8: 从 Y 中选取一个点 u，使得 λ[u] = miny∈Y λ[y]

9: X← X∪ {u}, Y← Y − {u}

10: for y ∈ Y do
11: if (u,y) ∈ E then
12: λ[y]← min{λ[y],λ[u] +ω(u,y)}
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算法正确性的直观解释

我们要证明，每次第 8步有顶点 y选中时，这个时候的λ[y]就是 ω(1,y)的值。
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X

证明的核心在于，如果到 y的最短路径上有别的 X外的点，则该点对应的值一定是 ω(1, x)。
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算法正确性证明

定理 8.
在上述算法 Dijkstra的过程中，当第 8步的点 y被选中时，我们有:λ[y] = ω(1,y).

证明.我们对顶点离开集合 Y 的顺序进行归纳。第一个离开的点是 1，从而 λ[1] = ω(1, 1)

假设 uk 是第 k个离开的点，定理对前 k个点都有 λ[uk] = ω(1,uk)。

考虑第 k+ 1个离开的点 y，令

π =< 1, . . . , x,w, . . . ,y >

是 1到 y的最短路径，其中 x是在 y前最迟离开 Y 的顶点。

λ[y] ⩽ λ[w] ⩽ λ[x] +ω(x,w) = ω(1, x) +ω(x,w) = ω(1,w) ⩽ ω(1,y)

从而结论成立。
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算法的复杂性

我们先从边的数目 |E| = m和顶点的数目 |V | = n进行对算法的分析。

• 2-6行要遍历所有的顶点一次，因此时间复杂性是 O(n)。

• 算法第 8步每次要找到最小的 λ[y]，因此总共需要的执行时间是 O(n2)。

• 算法 10-12步的循环恰好对每条边都执行了一次，因此总共需要的执行时间是 O(m)。

定理 9.
给定一个含有 n个顶点和m条边的带权重的有向图，Dijkstra算法可以在O(n2+m) =

O(n2)的时间内计算出从顶点 1到其余各个顶点的最短路径长度。
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算法的提升-数据结构的实现

我们可以发现，导致算法是 O(n2)的原因是每次第 8步要找出最小的 λ[y]。

有什么办法可以使得这一步速度变快？

使用堆！

• 当使用二分堆时，每次可以通过 O(1)的时间获取当前的最小值，而对于堆的修改操作
至多进行m+ n+ 1次，而每个堆运算都需要 O(logn)的时间，因此总的时间复杂性
是 O(m logn)。

• 如果使用二分堆的推广-d堆，如果图时稠密的，即m ⩾ n1+ϵ，通过合适的 d的选取，
我们可以将结果提升至 O(m

ϵ
).
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算法的局限性-不能带有负边

Dijkstra算法的局限性是不能存在有负权重的边。
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• 从 s出发第一次会将 v放进去。

• 从 s出发第二次会将 u放进去。

• ω[v]的值会在第一次确定。
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对负边失效的原因

Dijkstra算法一个重要的性质是，从起始点到任意点的最短路径一定会经过比 v距离更近
的顶点。但这一性质在有负权重的时候是失效的。

• 在上述例子中，s到 v的最短路径首先要去一个距离更远的顶点 u。

• 在证明中，ω(1,w) ⩽ ω(1,y)不再成立。
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解决方法

回顾一下 Relax操作：
λ[v] = min{λ[v], λ[u] +ω((u, v))}

• 首先这一方式说明，从 s到 v的最短路径不可能超过s到 u的距离加上 (u, v)的权重。

• 其次，当 u是 s到 v的最短路径上的倒数第二个顶点并且 λ[u]被正确设定时，我们可
以求得 s到 v的最短路径。
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解决方法

假设 s到 t的最短路径如下：
s→ u1 → . . .→ uk → t

• 这意味着如果我们按 (s,u1), (s,u2), . . . (uk, t)的方式去松弛，我们便可以求得 s到 t

的最短路径。这个序列的长度显然最长是 |V |− 1。

引理 10.
假设 s 到 t 的最短路径为 π =< s = u0,u1, . . . ,uk+1 = t >，则如果按照边
(s,u1), (s,u2), . . . (uk, t) 的次序去松弛，最终获得 λ[t] = ω(π)，且其他边的松弛操作
不会对其产生影响。

但问题是我们预先并不知道这样的序列，怎么办？

那就全部尝试一遍！这就是BellmanFord算法！
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带有负边的解决-BellmanFord算法

算法：BellmanFord

输入: 含权有向图 G = (V,E), V = {1, 2, . . . ,n}

输出: G中顶点 1到其余各个顶点的最短路径长度
1: for i = 2 to n do
2: if (1,i) in E then
3: λ[i]← ω(1, i)

4: else
5: λ[i]←∞
6: for i = 1 to n− 1 do
7: for (u, v) ∈ E do
8: λ[v]← min{λ[v], λ[u] +ω((u, v))}

9: for (u, v) ∈ E do
10: if λ[v] > λ[u] +ω((u, v)) then
11: return ”存在负圈”

时间复杂性：O(nm)！
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BellmanFord算法的正确性

算法的正确性可以通过之前的讨论获得。我们最后再讨论一个问题：

为什么松弛了 |V |− 1轮之后如果还能松弛成功，就说明图中存在负圈？

• 因为如果路径长度 ⩾ |V |，那路径中一定包含一个圈！

引理 11.
BellmanFord算法可以在 O(nm)的时间内判断是否存在负圈，如果不存在负圈的话则
计算出从顶点 1到其余各个顶点的最短路径长度。
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所有节点对的最短路径问题



所有节点对的最短路径问题

前面计算了单源的最短路径问题。那么如果我们想要计算所有节点对的最短路径问题呢？

s v1 · · · vn

s ? ? · · · ?

v1 ? ? · · · ?
...

...
...

. . .
...

vn ? ? · · · ?

Versus

s v1 · · · vn

s ? ? · · · ?

v1 · · ·
...

...
...

. . .
...

vn · · ·
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Floyd算法

当然我们可以执行 n次 BellmanFord算法。这需要O(n2m)的时间。

我们下面来介绍一个更快的算法-Floyd算法。

• 考虑一个从 i到 j的只经过 1 ∼ k个顶点的最短路径，它一定是如下的形式：

i

k

j

路径 π1 路径 π2

◦ 其中 π1 是 i到 k的只经过 1 ∼ k− 1个顶点的最短路径.
◦ 其中 π2 是 k到 j的只经过 1 ∼ k− 1个顶点的最短路径.

28



Floyd算法的状态转移方程

从而令 dk
i,j 表示从 i到 j的只经过 1 ∼ k个顶点的最短路径长度，则我们有：

dk
i,j =


ω(i, j) 如果 k = 0且 (i, j) ∈ E

∞ 如果 k = 0且 (i, j) /∈ E

min{dk−1
i,j ,dk−1

i,k + dk−1
k,j } 如果 k ⩾ 1

根据该方程和 k的值依次更新所有的 dk
i,j，便可以得到一个求所有节点的最短路径的算法。
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Floyd算法

算法:Floyd
输入: 用 n× n矩阵表示的图 I，其中 Iij 表示边 (i, j)的权重，不存在的边权重为∞。
输出: n× n矩阵 D，其中 Dij 表示从 i到 j的最短路径长度。
1: D← I

2: for k = 1 to n do
3: for i = 1 to n do
4: for j = 1 to n do
5: Dij ← min{Dij,Dik +Dkj}

显然这是一个O(n3)的算法,比调用 n次 BellmanFord算法要快！(为什么？)
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总结

本节内容
• 单源最短路径

◦ Dijkstra算法
◦ BellmanFord算法

• 所有节点对最短路径
◦ Floyd算法
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