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什么是贪心算法



回顾：Dijkstra算法

回顾一下 Dijkstra算法，我们实际上每次在做这样一件事：

• 从 Y 中选取目前距离最近的一个点 u，并将其加入 X中。

这其实是一个贪心的策略。

贪心算法
一个贪心算法会一直去选择当前情况下最优的解。
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最小生成树-问题回顾 (I)

假设你现在需要将一组计算机连接起来，你需要在这些计算机之间铺设光纤，每条光纤的长
度是不同的，你需要找到一种铺设方案，使得铺设光纤的总长度最小。
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最小生成树-问题回顾 (II)

问题 1.
给定一个含权重的无向图 G = (V,E,ω)，我们需要选出足够多的边集 T，使得在其子图
(V, T)中任何两个顶点之间都有一条路径，且这些边的权重之和最小。

• 由于满足上述要求的子图一定不会存在一个圈，因此我们实际上求的子图是一棵树。
我们称满足上述要求的子图为 G的最小生成树。

• 我们默认 G是连通的，否则我们的要求可以单独作用在每个连通的分图上。
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最小生成树-例子

下图给出了上述例子对应的带权重无向图。

• 其中红色边集即为对应的最小生成树。
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最小生成树-贪心策略

既然要求最小权重的生成树，那我每次选取当前权重最小的边,只要保证不成圈就行。
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这就是 Kruskal算法。
8



Kruskal算法

算法：Kruskal

输入: 含权连通无向图G = (V ,E), V = {1, 2, . . . ,n}

输出: G生成的最小生成树所组成的边集 T

1: 按非降序的权重 E进行排序，得到 E = {e1,e2, . . . ,em}

2: T = ∅
3: for i = 1 to m do
4: if T ∪ {ei}不成圈 then
5: T = T ∪ {ei}

6: return T

补充说明
判断 T ∪ {ei}是否成圈可以使用并查集，即之前讲过的 UnionFind数据结构。
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Kruskal算法正确性分析 (I)

定理 2.
Kruskal算法能够正确的求出最小生成树。

证明. 令算法找到的生成树为 T，其边的加入顺序为 {e1, e2, . . . en−1}。设 T∗ 为 G的最小生
成树，我们来证明 ω(T) = ω(T∗)。

将 T∗ 的边也按权重从小到大排列为 {e ′1, e
′
2, . . . , e

′
n−1}。我们对 k归纳证明：

ω(e1) + · · ·ω(ek) = ω(e ′1) + · · ·+ω(e ′k),即 ∀k,ω(ek) = ω(e ′k)

初始情况是 k = 1，由选法我们必然有ω(e1) ⩽ ω(e ′1)。反设 ω(e1) < ω(e ′1)。注意到
T∗ ∪ {e1}一定包含一个圈，因此存在一个边 e ′i ∈ T∗，使得 T∗ ∪ {e1}− {e ′i}依旧是一颗生成
树，且 ω(e1) < ω(e ′i)，这与 T∗ 是最小生成树矛盾。

从而我们有ω(e1) = ω(e ′1).
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Kruskal算法正确性分析 (II)

Kruskal算法正确性证明续. 假设 ⩽ k− 1成立，考察 k时的情况:

e ′k ∈ {e1, . . . , ek−1}: 即 e ′k 已经被选中，从而必然存在 i ∈ {1, . . . , k− 1}使得 e ′i 还未被选中，
从而：

ω(e ′k) ⩽ ω(ek) ⩽ ω(e ′i) ⩽ ω(e ′k)

从而 ω(ek) = ω(e ′k).

e ′k /∈ {e1, . . . , ek−1}: 即 e ′k 未被选中。则由选法有ω(ek) ⩽ ω(e ′k)。反设 ω(ek) < ω(e ′k)，则
T∗ ∪ {ek}一定包含一个有 ek 的圈 π:

• 若 π包含边 e ′t(t ⩾ k)，则删去 e ′t 后会得到一颗权重更小的生成树，矛盾。
• 若 π的边全由 e ′1, . . . , e

′
k−1, ek 组成且 ek 是其中权重最大的边，则对于任意的

i ∈ [k− 1]，T∗ ∪ {ei}的圈都只包含{e ′1, . . . , e
′
k−1, ei},从而 e1, . . . , ek 中一定会存在一个

圈，矛盾。

因此命题对 k也成立，即 ω(T) = ω(T∗)。
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Kruskal算法的时间分析

• Kruskal算法对边排序需要 O(m logm)的时间。

• 判断是否有圈可以利用并查集，一共至多执行 2m次 Find操作和 n− 1次 Union操
作，因此总共耗费 O(m log ∗n)的时间。

• 一共会往 T 里增加 n− 1条边。

因此，算法的运行时间为 O(m logm) = O(m logn).

定理 3.
Kruskal算法可以在 O(m logn)内求出 G的最小生成树。

12



Kruskal算法正确的另一视角-分割性质

我们换个角度再来理解下 Kruskal算法的正确性。

假设为了构造最小生成树，我们已经选择了一些边，这些边将图上的顶点划分成了若干个部
分，下面性质说明，跨越这些部分中的最短边也是某个最小生成树的一部分。

分割性质
设 G = (V,E,ω)是一个含权重的连通无向图，X是 G的某个最小生成树的一部分，令 S

是 V 的一个子集，满足 X中没有横跨 S和 V − S的边，设 e是 G中连接 T 中的一个顶
点和 V − T 中的一个顶点的最短边，则 X ∪ {e}是 G的某个最小生成树的一部分。

S
V − S

e

e’
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最小生成树的另一算法-Prim算法

算法：Prim

输入: 含权连通无向图G = (V ,E), V = {1, 2, . . . ,n}

输出: G生成的最小生成树所组成的边集 T

1: T = ∅, X = {1}, Y = {V}− {1}

2: for y← 2 to n do
3: if (1,y) ∈ E then
4: n(y) = 1 ▷ n(y)记录当前最短边的另一端点
5: c(y)←ω(1,y) ▷ c(y)记录当前最短边的权重
6: else c(y)←∞
7: for j← 1 to n− 1 do
8: 从 Y 中选取w(y)最小的点 u

9: T = T ∪ {(u,n(u))}

10: X = X∪ {u}, Y = Y − {u}

11: for w ∈ Y ∧ (y,w) ∈ E do
12: if ω(y,w) < c(w) then
13: n(w)← y, c(w)←ω(y,w)

14: return T
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Prim算法分析

• 由分割性质，Prim算法的正确性是显然的。

• Prim算法与 Dijstra算法的流程基本相同，所以其复杂性是一样的，取决于优先队列
的实现。
◦ 如果使用普通数组，时间为 O(n2).
◦ 如果使用二叉堆，时间为 O(m logn).

定理 4.
使用二分堆作为优先队列的实现时，Prim算法可以在 O(m logn)内求出 G的最小生成
树。
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文件压缩

问题 5.
假设现在有一个字符型文件，我们希望将其尽可能的压缩文件，但能很容易的重建文件。
我们知道的信息有，文件中一共有 n个字符，分别为 {c1, . . . , cn}，每个字符出现的次数
为 f(c1), f(c2), . . . , f(cn)。我们的目标是找到一种压缩方式 τ，令该压缩方式下，ci 转换
成的字符长度为 τ(ci)，使得最后文件的总长度最小，即最小化：

∑n
i=1 f(ci) · τ(ci)的值.

定长压缩
一个很自然的方法是定长编码压缩，比如假设一共有 n = 2k 个不同的编码，则我们可以
使用 k位的 01串来编码每个字符。比如如果文章有 4个不同的字符 {A,B,C,D}，则我
们可以使用 00, 01, 10, 11去表示，
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文件压缩

定长编码似乎非常有道理，但我们考虑下面这个情况，两个文件由 4个字符 {A,B,C,D}组
成，但其出现次数分别是:

• f(A) = 25, f(B) = 25, f(C) = 25, f(D) = 25.

• f(A) = 1, f(B) = 1, f(C) = 1, f(D) = 97.

两种情况此时都会用一个 200位的 01串表示。但对于第二种情况,如果我们令：

A : 100, B : 101, C : 11, D : 0

用这种编码的话，第二个文件只需要 105位的 01串就可以表达了。

通过选择合适的变长编码可以减小文件表示的数目！
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编码-二义性

但变长的编码可能会出现二义性。假设某个文件中的 a,b, c分别用如下编码：

a : 10, b, 100, : 0

那么对于字符串 100100100:

• 其想表达的是 bbb?
• 还是 acbb?
• · · ·

为了避免歧义，我们引入前缀码的概念，即任何字符的编码都不是其他字符编码的前缀。

定义 6.
如果一个编码满足前缀码的性质，即任何一个字符的编码不会是其他某个字符编码的前
缀，则称其为前缀码。

18



前缀码举例

例 7.
考察下面堆字符的一个编码：

! : 101, A : 11,B : 00, C : 010, D : 100, R : 011

其是一个前缀码，对于任何一个由其编码的字符串，其意义是唯一的。
• 11000111101011100110001111101对应的字符串为 ABRACADABRA!.

前缀码可以由一棵二叉树来表示，比如上面的例子对应的二叉树为：

B

C R D !

A

0 1

0

0 0

01

1 1

1
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Huffman编码

接下来我们介绍一种构造前缀码的方法，即 Huffman编码。

• 其直观的思想是，我们希望出现次数多的字符编码尽可能的短。
• 对于前缀码，所有字符都是对应在叶子节点上的，因此算法优先选择出现次数少的字
符，将其合并成父节点。
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Huffman算法

算法：Huffman

输入: 一个 n个字符的集合 C = {c1, . . . , cn}和其字符对应出现的频度：{f(c1), . . . , f(cn)}
输出: C的一个 Huffman编码对应的树 (V, T)

1: 根据频度将所有字符插入最小堆 H

2: V ← C, T = ∅
3: for i = 1 to n− 1 do
4: c1 ← DeleteMin(H)

5: c2 ← DeleteMin(H)

6: f(v)← f(c1) + f(c2) ▷ v是一个构造出来的 c1, c2 的父节点
7: Insert(H, v)

8: V ← V ∪ {v}

9: T ← T ∪ {(v, c1), (v, c2)}

10: return (V, T) 时间复杂性：O(n logn)!
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Huffman编码的效果

a b c d e f

频度 45 13 12 16 9 5

定长编码 000 001 010 011 100 101

Huffman编码 0 101 100 111 1101 1100

假设一共有 100000个字符。

• 定长编码需要 300000位。

• Huffman编码需要 224000位。

Huffman编码是压缩率最高的无损编码。
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Huffman算法的正确性

引理 8.
令 C是一个字母表。对其中每个字符 c ∈ C，f(c)为其频率。令 x,y是其频率最低的两
个字符，则存在一个 C的最优前缀码，使得 x,y的编码字符长度相同，且只差最后一个
二进制不相同。

引理 9.
令 C是一个字母表。对其中每个字符 c ∈ C，f(c)为其频率。令 x,y是其频率最低的两
个字符。令 C ′ 是字母表 C去掉 x,y加入一个新的字符 z后得到的字母表。C ′ 也定义了
其字符的频率 f ′，f ′(c)与 f(c)相同，除了定义 f ′(z) = f(x) + f(y)。则对于 C ′ 的一个最
优前缀码对应的编码树 T，将其中代表 z的叶子节点替换成一个以 x,y为孩子的内部节
点得到新的树 T ′，则 T ′ 是 C的一个最优前缀码对应的编码树。

定理 10.
Huffman算法可以正确的构造出最优前缀码。

23



贪心算法

对于贪心算法而言，

• 设计是容易的，因为只要选择当前最优解即可。

• 但证明其正确性往往并不容易，因为局部最优并不一定是全局最优。

关于贪心算法
贪心算法不总是一直能保证获取最优解，但是它总能给出一个算法，且其时间复杂性往
往是很低的。
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贪心算法设计



活动选择问题

我们来看一个调度竞争共享资源的活动选择问题。

问题 11 [活动选择问题].
假设有 n 个活动的集合 S = {a1, . . . ,an}。这些活动使用同一个资源，而这个资源在某
个时刻只能供一个活动使用。每个活动 ai 都有一个开始时间 si 和结束时间 fi，且满足
0 ⩽ si < fi < +∞。如果两个活动 ai, aj 的时间没有重叠，也就是说有 si ⩾ fj 或者
sj ⩾ fi，则称它们是兼容的。问题是：我们希望选出一个最大兼容活动集合。

补充说明
为了方便起见，我们假设 ai 是按结束时间单调递增排序的，即 f1 ⩽ f2 ⩽ · · · ⩽ fn。
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活动选择问题-例子

例 12.
考察下面一个例子：

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

si 1 3 0 5 3 5 6 8 8 12 12

fi 4 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16

• {a3,a9,a10}是兼容的。

• {a1,a2,a8,a11}是不兼容的。

• 一个最大兼容活动集合为 {a1,a4,a8,a11}，另一个为:{a2,a4,a9,a10}.
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活动选择问题-贪心策略

• 既然要求最大兼容活动集合，那我每次选取当前结束时间最早的活动就行。

算法 ActivitySelector(S, f)

输入: 活动集合 S = {a1, . . . ,an}，按结束时间单调递增排序，即 f1 ⩽ f2 ⩽ · · · ⩽ fn

输出: S的一个最大兼容活动子集 A

1: A = {a1}

2: k = 1

3: for i = 2 to n do
4: if si ⩾ fk then
5: A = A ∪ {ai}

6: k = i

7: return A 时间复杂性：O(n)!
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活动选择问题-贪心策略的正确性

引理 13.
令 Sk 表示在 ak 结束后开始的任务集合。则我们有，若 amk

是 Sk 中结束时间最早的活
动，则 amk

在 Sk 的某个最大兼容活动集中。

证明.令 Ak 是 Sk 的某个最大兼容活动集，并且 alk 是 Ak 中结束时间最早的任务。

• 如果 amk
= alk，显然 amk

∈ Ak，引理成立。
• 如果 amk

̸= alk，则考虑 A ′k = (Ak − {alk }) ∪ {amk
}，我们有：

∀a,b ∈ A ′k ⇒ fa ⩽ sb ∨ fb ⩽ sa

从而 A ′k 也是 Sk 的某个最大兼容活动子集。

定理 14.
算法 ActivitySelector(S, f)可以正确的求出最大兼容活动子集。
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零钱兑换问题

再来考虑零钱兑换问题。

零钱兑换问题
假设你现在手上有面值分别为 a1, . . . ,an(a1 < a2 < · · · < an)的硬币，现在你需要用这
些硬币来凑出一个面值为M的钱，问你最少需要多少个硬币？

我们不妨假定 a1 = 1，这能保证我们一定能够凑出面值为M的钱。

你的策略是什么？
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零钱兑换问题-贪心策略

我们考察如下的一个策略：

• 每次都选择面值最大的硬币 ai。

这个策略是否一定能成功？

1. 面值为：1, 2, 5 ?

2. 面值为: 1, 2, 7, 10?
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特殊情况

我们能证明，当面值满足:1, c, c2, c3, . . . , cn−1 的时候贪心策略是成功的。

证明. 令M = (m1, . . . ,mn)是一个兑换策略，若M是一个最优解，则一定有：

对任意的 i ∈ {1, . . . ,n− 1}我们有mi < c (1)

事实上不妨假设mj ⩾ c, j ∈ {1, . . . ,n− 1}，注意到 c · cj = cj+1，从而兑换策略
M ′ = {m1, . . . ,mj − c,mj+1 + 1, . . . ,mn}会是一个更优的策略。

我们再证明，满足条件 1的策略是唯一的。反设存在两个兑换策略M1 = (m11, . . . ,m1n)

和M2 = (m21, . . . ,m2n)都满足条件 1，则我们有：

n−1∑
i=1

(m1i −m2i)c
i = cn(m2n −m1n) (2)
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特殊情况

证明续. 若m2n −m1n ̸= 0，不妨令其 ⩾ 1，则我们有：

n−1∑
i=1

(m1i −m2i)c
i ⩽

n−1∑
i=1

(c− 1) · ci = (c− 1) · c
n − 1

c− 1
= cn − 1 < cn (3)

与 2矛盾，从而m2n −m1n = 0。

以相同的方式从大到小逐一考虑m1i −m2i 的值，我们可以最终得到，等式 2成立当且仅
当M1 = M2，从而满足条件 1的策略是唯一的。

最后注意到由于贪心策略给出的策略满足条件 1，从而贪心策略给出了该情况下的最优
解。
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零钱兑换问题的回顾

我们通过零钱兑换问题展示了贪心算法的特点。

贪心算法
• 贪心策略并不总能成功。

• 贪心策略可能在一些特殊情况下是可以成功的。

关于更多
要想解决所有情况下的零钱兑换问题，我们需要动态规划的思想。
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集合覆盖问题 (I)
考虑如下的问题：下图中的点代表一组城镇。我们需要决定在哪些城镇建立学校，需要满足
两个要求：

1. 学校必须建设在城镇上。
2. 从任意一个城镇出发，到最近的学校的距离不超过 30公里。为了方便表示，我们将可
达的城镇用边连接起来。

b

c

a

d

e
f

g

k

i
h

j

b

c

a

d

e
f

g

k

i
h

j

问题是，至少要建立多少个学校？
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集合覆盖问题 (II)

我们可以利用集合的语言来描述这个问题。

令集合 U表示所有的城镇，令 Sa 表示学校建在城市 a的话能在 30公里能到达的城镇。

• U = {a,b, c, · · · ,h, i, j}.

• Sa = {b, c, k, i,h}，即所有 a在图中的邻边访问的点。

问题就转化成了，至少挑几个集合 Sx，使得所有的城镇都被覆盖。这就是集合覆盖问题。

问题 15 [集合覆盖问题].
给定一个集合 U和一些子集 S1, . . . , Sn，求一个最小的子集 T，使得 ∪t∈TSt = U.
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集合覆盖问题 (III)

集合覆盖问题的贪心策略
• 选取包含未被覆盖元素的最大集合 Si。

这是正确的算法么？

很遗憾，并不是。

• 在上述例子中，我们的贪心策略会选择 {a,d,g, j}.

• 但实际上，{b, e, i}是最优的选择。
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集合覆盖问题 (IV)

幸运的是，贪心算法的解并不是一无是处。

定理 16.
令 U有 n个元素，最优解包含 k个集合，贪心算法的解包含 l个集合，则 l ⩽ k lnn.

换句话说，贪心算法的解始终不会超过最优解的 lnn倍。

证明.令 nt 表示贪心算法经过 t轮后未被覆盖的元素个数，n0 = n，则我们有：

nt+1 ⩽ nt −
nt

k
⩽ nt(1−

1

k
) ⩽ n0(1−

1

k
)t ⩽ n0e

−t/k

从而 t = k lnn时 nt < 1，即不会存在未被覆盖的元素。

这里最后利用了如下的不等式：
1− x ⩽ e−x
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关于贪心算法的进一步思考

我们已经可以看到，贪心算法并不总能保证最优解。

• 事实上很多情况下，贪心算法能保证得到的解和最优解只有一个特定的比例。

• 这比值可能是一个常数，也可能是一个和问题规模有关的函数，比如在上述的集合覆盖
问题中，这个比值和 lnn有关。

• 事实上，尽管看起来还有很大改进空间，但是在该问题中，已经不存在一个多项式时间
的算法能够做到更好的比值了。

• 这也是近似算法的一个初衷，我们会在后续进一步讨论。
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总结

本节内容
• 贪心算法

◦ 什么是贪心算法
◦ 贪心算法的特点

• 贪心算法设计举例
◦ 最小生成树-Kruskal算法和 Prim算法。
◦ 文件压缩-Huffman编码。
◦ 活动选择问题。
◦ 零钱兑换问题。
◦ 集合覆盖问题。
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