
离散数学 Week 11

第十一周作业-Solution

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2024 年 11 月 27 日

1. 判断下列函数是否是单射、满射、双射，并给予证明。

(1) f : Z → Z, f(x) = x2.

(2) f : N → N, f(x) =

1, x是 2 的幂

0, x不是 2 的幂

(3) f : R+ → R+, f(x) = 1
x+1

(4) f : R× R → R× R, f(x,y) = (x+y
2 , x−y

2 )

解答.

(1) 不是单射，因为 f(1) = f(−1) = 1；不是满射，因为 f(x) = 1 无解；不是双射。

(2) 不是单射，因为 f(0) = f(3) = 1；不是满射，因为 f(x) = 5 无解；不是双射。

(3) f 是单射，因为 f(x) = f(y) ⇒ x = y；f 不是满射，因为 f(x) = 10 无解，f 不是双射。

(4) 是单射，因为 f(x1,y1) = f(x2,y2) ⇒ x1 = x2,y1 = y2；f 是满射，因为对任意 x,y ∈ R 有
f((x+ y, x− y)) = (x,y)；因此 f 是双射。

2. 令 A,B 是两个有限集满足 |A| = m, |B| = n，考虑如下问题：

(1) A 到 B 的函数有多少个？

(2) A 到 B 的满射有多少个？

(3) A 到 B 的单射有多少个？并且由上述结论回答，A 到 B 的双射有多少个？

解答.

(1) 每个元素都有 n 种选择，因此有 nm 个函数。

(2) 满射的个数等于函数的个数减去不满射的个数，因此由容斥原理可得一共有：

nm −

n−1∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
(n− i)m

个满射函数。

(3) 单射的个数可以这样计算：先从 B 中选出 m 个元素，然后对这 m 个元素进行全排列，因此
有 m! ·

(
n
m

)
个单射函数; 当 m ̸= n 时，双射个数为 0；当 m = n 时，双射个数就是其单射个

数，即 m! ·
(
n
m

)
= n!。
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3. 由定义证明：(0, 1] ≈ [a,b]，这里 a,b 满足 a ̸= b ∈ R.

解答. 定义 f : [0, 1] → [a,b] 为 f(x) = x(b− a) + a，则 f 是一个双射。

• f 是单射，因为 f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2。

• f 是满射，因为对于任意 y ∈ [a,b]，都有 f(y−a
b−a

) = y。

因此 [0, 1] ≈ [a,b]。下证 (0, 1] ≈ [0, 1]。定义函数 g : (0, 1] → [0, 1] 为：

g(x) =


0, x = 1

2

1
n+1 , x = 1

n

x, o.w.

不难验证 g 是一个双射，因此 (0, 1] ≈ [0, 1] ≈ [a,b]。

4. 令 A 是一个自然数的集合，对于任何一个自然数 x，我们定义 nA(x) 为集合 A 中把 x 拆分成两
个不同元素之和的方案总数。例如，对于集合 A = {0, 1, 2, 3, 4} 来说 nA(4) = 2, nA(2) = 1（因
为 4 = 1+ 3 = 0+ 4, 2 = 0+ 2）。

考虑如下的集合：对于任何一个自然数 x ∈ N，记 od(x) 表示 x 的二进制表示中 1 的个数，定义：

• A = {x ∈ N | od(x) ≡ 0 (mod 2)}

• B = {x ∈ N | od(x) ≡ 1 (mod 2)}

请证明：

(1) 对于任何一个自然数 x，nA(x) = nB(x).

(2) π = {A,B} 是自然数集 N 的一个划分。

解答.

• 考虑任意 x ∈ N，对任意 a1, a2 ∈ A ′ 满足：

x = a1 + a2

令 a1 = (i1i2 . . . im)2, a2 = (j1j2 . . . jn)2 为其二进制表示，并且令 l 是从左到右两个数第一
个不一样的位置，则我们定义：

b1 = (i1i2 . . . il−1jlil+1 . . . im)2, b
′
2 = (j1j2 . . . jl−1iljl+1 . . . jn)2

即将该位置对换一下，显然 b1,b
′
2 ∈ B ′，并且有：

b1 + b ′
2 = a1 + a2 = x

注意到这个映射实际上是个双射，因此我们有 nA(x) = nB(x)。

• 只要注意到：
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◦ A ∩ B = ∅.
◦ A ∪ B = N.

即可证明 π = {A,B} 是 N 的一个划分。

5. 课上我们讲到停机问题是不可计算的，请再给出一个函数 f : {0, 1}∗ → {0, 1}，这里 {0, 1}∗ 指的是
由 0, 1 组成的任意长度的串，证明它是不可计算的。

(hint：这里可能需要用到的结论是，我们可以把每个图灵机都用一个自然数去表示，这意味着我们可以将

所有的图灵机按某种顺序排列出来, 而每个图灵机你都可以近似的去理解成一个 f : {0, 1}∗ → {0, 1}（严格

来说是 partial function）。然后使用对角线方法思考一下吧！)

解答. 定义 f : {0, 1}∗ → {0, 1} 为 f(x) =

1, Mx(x) = 0

0, Mx(x) = 1
，其中 Mx 是一个图灵机，x 是其自然

数表示。假设 f 是可计算的，则存在一个图灵机 Mx0。考虑输入 x0，则有：

• 若 Mx0(x0) = 1，则 Mx0(x0) = 0，矛盾。

• 若 Mx0(x0) = 0，则 Mx0(x0) = 1，矛盾。

因此 f 是不可计算的。
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