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1. 给出自然数集 N 上的函数 f，使得：

(1) f 是单射但不是满射。

(2) f 是满射但不是单射。

2. 令 A 是一个 m× n 的矩阵，定义函数 f : Rn → Rm, f(x) = Ax。

(1) 证明当 n > m 时，f 不是单射。

(2) 证明当 n < m 时，f 不是满射。

(3) 证明 f 是双射当且仅当 A 是可逆矩阵，此时 m = n。

3. 给定函数 f : A → B，g : B → C，证明：

(1) 若 f 和 g 都是单射，则 f ◦ g 也是单射。

(2) 若 f 和 g 都是满射，则 f ◦ g 也是满射。

(3) 若 f 和 g 都是双射，则 f ◦ g 也是双射。

(4) f = f ◦ IB = IA ◦ f

(5) 若 f 是双射，则有 f ◦ f−1 = IA, f−1 ◦ f = IB.

4. 设集合 A,B,C,D 满足 A ≈ B,C ≈ D，证明：A× C ≈ B×D.

5. 令 A 是一个自然数的集合，对于任何一个自然数 x，我们定义 nA(x) 为集合 A 中把 x 拆分成两
个不同元素之和的方案总数。例如，对于集合 A = {0, 1, 2, 3, 4} 来说 nA(4) = 2, nA(2) = 1（因
为 4 = 1+ 3 = 0+ 4, 2 = 0+ 2）。

考虑如下的集合：对于任何一个自然数 x ∈ N，记 od(x) 表示 x 的二进制表示中 1 的个数，定义：

• A = {x ∈ N | od(x) ≡ 0 (mod 2)}

• B = {x ∈ N | od(x) ≡ 1 (mod 2)}

请证明：

(1) 对于任何一个自然数 x，nA(x) = nB(x).

(2) π = {A,B} 是自然数集 N 的一个划分。
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