
《离散数学》
10-图的路径 (Path Of Graph)

杨启哲

上海师范大学信机学院计算机系

2025 年 4 月 24 日



主要内容

图的连通性

二分图

欧拉图

哈密顿图

2



图的连通性



通路与回路
对于图来说，两个点之间是否是可到达的是我们一直关注的对象。

在上述的迷宫中，我们可以从 p 走到 q 么？
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通路与回路
对于图来说，两个点之间是否是可到达的是我们一直关注的对象。

在上述的迷宫中，我们可以从 p 走到 q 么？Yes!
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通路与回路

我们来给出图上关于路的概念。

定义 1 [通路].
设 G = (V,E) 是一个图，若点边交替序列 Γ = v0e1v1e2v2 · · · ekvk 满足”ei 的两个端点是
vi−1 和 vi“，则称这个序列是 G 中的一条通路。Γ 中边的数目称为这条通路的长度，记作
|Γ |。特别的，若 v0 = vk，则称这个序列是 G 中的一条回路。

简单通路与初级通路
1. 如果一条通路（回路）没有经过重复的边，则我们称其为简单通路 (回路)。

2. 如果一条通路（回路）没有经过重复的顶点（回路指不算起点和终点），则我们称其
为初级通路 (回路)。

3. 我们又将初级回路称为圈，如果长度为奇数则称为奇圈，如果长度为偶数则称为偶
圈。
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通路与回路

例 2.

v1

v2

v3

v5

v6

v4

v1

v2

v4

v5

v6

v3

e1
e3

e5

e4

e2

e7

e6

e8

e1

e2

e3

e6

e8

e9

e10

e11

e7

e5

e4

G1 G2

• 在 G1 中，v1e1v2e3v3 是一条通路，v3e5v5e7v4e4v3 是一条回路。

• 在 G2 中，v2e9v5e10v2e3v3 是一条简单通路。

一些补充
当标注不会引起误解的时候，我们也经常用顶点序列 v0v1v2 · · · vk 或者边序列 e1e2 . . . ek

来表示一条通路或者回路。
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连通图

如果存在一条从 u 到 v 的通路 π，则我们称 v 对于 u 是可达的，写作 u
π−→ v 或者 u →∗ v。

• 可达性显然是图顶点上的关系。

• 对于无向图而言，该关系是等价关系。因此在无向图中我们称 u 和 v 是连通的, 记作
u ∼ v。

定义 3 [连通图、连通分支].
给定无向图 G = (V,E)，若 G 中任意两个顶点都是连通的，则称 G 是一个连通图。特
别的，令 Vi 是顶点连通关系的一个等价类，则其导出的子图 Gi = (Vi,Ei) 称为 G 的一
个连通分支。G 的连通分支数记为 p(G)。对于 G 中任何两个顶点 u, v，定义其距离为：

d(u, v) =

min{|π| : π是从u到v的通路}, u ∼ v

∞, u ̸∼ v
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连通图的例子

例 4.

v1

v2

v3

v5

v6

v4

e1
e3

e5

e4

e2

e7

e6

e8

G1 G2 G3

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v2

v1

v4

v5

v6

v3

v7

v8

• G1,G2 是连通图，G3 不是连通图。

• G3 有 3 个连通分支，分别 {v1, v2, v3, v4}, {v5, v6, v7}, {v8} 产生的导出子图生成。
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连通图的性质 (I)

引理 5.
给定 n 阶无向连通图 G，则对于任何两个不同顶点 vi, vj，存在一条长度不超过 n− 1 的
初级通路。

证明： G 是连通的，因此一定存在一条通路 π 满足：vi
π−→ vj，即：

vi → u1 → u2 → · · · → uk → vj

若存在 ua = ub(a < b)，则 π = viu1 . . .uaub+1 . . .ukvj 是 vi 到 vj 的一条通路。

重复上述过程，最终可以得到顶点互不相同的初级通路，并且长度不超过 n− 1.

10



连通图的性质 (II)

引理 6.
令 G 是无向简单图，如果其顶点数 n 和边数 m 满足：

m >
(n− 1)(n− 2)

2

则 G 是连通图。

证明：用反证法，假设 G 不是连通图，则 G 有两个连通分支 G1,G2，则 G1 和 G2 的顶点数
分别为 n1,n2，边数分别为 m1,m2，则有：

m1 +m2 = m, n1 + n2 = n

不妨令 n1 ⩽ n2。由于 G 是简单图，所以 m1 ⩽ n1(n1−1)
2 ,m2 ⩽ n2(n2−1)

2 ，因此：

m1 +m2 ⩽ n1(n1 − 1)

2
+

n2(n2 − 1)

2
<

n2

2
(n1 − 1+ n2 − 1) <

(n− 1)(n− 2)

2

矛盾！
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无向图的连通性衡量
观察下列的无向图：

v1

v2

v3

v5

v6

v4

G1 G2 G3

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v1

v2

v3

v4

v5

v6

尽管上述三张图都是连通的，但是连通的程度似乎有所不同。

• G1 只要删去 v3 这个点，就不再连通了。

• G2 只要删去 (v3, v4) 这条边就不连通了。

• G3 至少要删去 5 条边才不连通。
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无向图的连通性衡量-点连通度 κ(G)

定义 7 [点割集].
给定无向图 G = (V,E)，如果点集 S ⊆ V 满足 p(G − S) > p(G)，且对于任意的 S ′ ⊆ S

均有 p(G− S ′) = p(G)，则称 S 是 G 的一个点割集。特别的，如果 S = {vi}，则称 vi 是
G 的一个割点。

定义 8 [点连通度].
无向图 G 的点连通度 κ(G) 定义为：

κ(G) =


min{|S| : S是G的一个点割集}, G是非完全图的连通图

0, G是非连通图

|V |− 1, G是完全图

特别的，若 κ(G) ⩾ k，则称 G 是k-连通图.
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无向图的连通性衡量-边连通度 λ(G)

定义 9 [边割集].
给定无向图 G = (V,E)，如果边集 S ⊆ E 满足 p(G − S) > p(G)，且对于任意的 S ′ ⊆ S

均有 p(G− S ′) = p(G)，则称 S 是 G 的一个边割集。特别的，若 S = {e}，则称 e 为割边
或者桥。

定义 10 [边连通度].
无向图 G 的点连通度 λ(G) 定义为：

λ(G) =

min{|S| : S是G的一个边割集}, G是连通图

0, G是非连通图

特别的，若 λ(G) ⩾ r，则称 G 是r 边-连通图.
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连通度的例子
再回过来看下之前的例子：

v1

v2

v3

v5

v6

v4

G1 G2 G3

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v1

v2

v3

v4

v5

v6

我们有：

• κ(G1) = 1, λ(G1) = 2, δ(G1) = 2.

• κ(G2) = 1, λ(G2) = 1, δ(G2) = 2

• κ(G3) = 5, λ(G3) = 5, δ(G3) = 5
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κ(G), λ(G), δ(G) 之间的关系

定理 11.
对于任何无向图 G = (V,E)，我们有：

κ(G) ⩽ λ(G) ⩽ δ(G)

证明：
• 先证明 λ(G) ⩽ δ(G)

事实上，令 S 是关联某个度数最小的顶点的边集，显然 S 是一个边割集，且 |S| = δ(G)，
因此 λ(G) ⩽ δ(G).

• 再证明 κ(G) ⩽ λ(G)

令 S = {e1, . . . ek} 为对应的边割集，则 S 将 G 分成了两部分，记其顶点分别为 V1,V2。
由于 S 是边割集，因此 S 中与 V1 相关联的至多 λ(G) 个顶点，从而定义集合:

V ′ = {u | (ei = (u, _)∧ u ∈ V1)∨ (ek = (u, _)∧ u ∈ V2)}

则 V ′ 是一个点割集，且 |V ′| ⩽ λ(G)，因此 κ(G) ⩽ λ(G).
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有向图的连通性 (I)

有向图的连通性与无向图的连通性有所不同，我们先来看一些例子：

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

G1 G2

G3 G4 17



有向图的连通性 (II)

定义 12 [有向图的连通概念].
给定有向图 G = (V,E)，若其基图是连通图，则称其为弱连通图；若对于任意两个顶点
u, v，u →∗ v 或者 v →∗ u 至少之一成立，则称其为单向连通图；若对于任意两个顶点
u, v，u →∗ v 和 v →∗ u 同时成立，则称其为强连通图。

在上述例子中，

• G1 是弱连通图。

• G2 是单向连通图。

• G3 是强连通图。

• G4 不连通。

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

v1

v2

v3

v5

v4

G1 G2

G3 G4
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强连通性判定

引理 13.
有向图 G = (V,E) 是强连通的，当且仅当存在一条经过所有点的回路。

证明：充分性是显然的，下证必要性。

令顶点集为 {v1, . . . vk}。由于 G 是强连通的，因此对于任意的 1 ⩽ i ⩽ k，存在一条 vi 到
vi+1 的通路 πi，特别的令 vk+1 = v1。则 π1π2 . . .πk 是 G 中一条经过所有顶点的回路。
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单向连通判定

引理 14.
有向图 G = (V,E) 是单向连通的，当且仅当存在一条经过所有点的通路。

证明：充分性也是显然的，下证必要性。

注意到在 V 上的可达性关系定义了其上的一个全序关系，因此我们可以从小到大排列出 V

中的顶点，不妨令为 v1, . . . , vk。由定义，存在一条 vi 到 vi+1 的通路 πi，因此 π1 . . .πk 是
一条 G 中经过每个点的通路。
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路径的一个应用

例 15.
一个农夫带着一条狗、一只羊和一筐白菜来到河的南岸。河边有一条小船，小船一次只
能运载农夫和他带的一样东西。农夫要把狗、羊和白菜都运到河的北岸去，但他不敢把
狗和羊放在一起，也不敢把羊和白菜放在一起。请问农夫该如何做？
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计算路径的方法

s

t

s 到 t 一共有多少条通路？
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邻接矩阵的幂

给定一个图 G 和其邻接矩阵 A，考察 A2，其第 i 行第 j 列的元素为：

(A2)ij =

n∑
k=1

aikakj

• aikakj 可以理解为从 vi 到 vk 再到 vj 的长度为 2 的通路数。

• 对 k 求和可以理解为从 vi 到 vj 的长度为 2 的通路数。

定理 16.
令 G 是一个有向图，A 是其邻接矩阵，则 Ak 的第 i 行第 j 列的元素为从 vi 到 vj 的长度
为 k 的通路数。

上述定理对没有自环的无向图也成立。
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可达矩阵

定义 17 [可达矩阵].
给定一个图 G = (V,E)，其可达矩阵 P 定义为：

Pij =

1, vi →∗ vj

0, 其他

如何计算可达矩阵？
注意到如果 vi →∗ vj，一定存在一条长度不超过 n− 1 的通路，因此我们有：

Pij = 1 ⇐⇒
n−1∑
k=1

(Ak)ij > 0
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二分图



二分图-引入
假设一次相亲活动中，共有如下 4 个男孩和女孩。下图表示他们之间的好感度，如果男孩和
女孩存在一条边，则意味着他们彼此喜欢，比如男孩 Al 喜欢所有的女孩。

男孩 女孩

Alice

Beatrice

Carol

Danielle

Al

Bob

Chet

Dan

问题是，是否存在一种配对方式，使得所有的男孩和女孩都能两两配对，并且配对双方总是
互相喜欢？如果不行的话，至多能配对成几对互相喜欢的男孩和女孩？
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二分图的概念

定义 18 [二分图].
给定无向图 G = (V,E)，如果存在顶点集 V1, V2 满足 V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅，并
且 G 中每条边的两个端点都满足恰好有一个在 Vi 里，则称 G 是一个二分图，常记作
(V1 ∪ V2,E)。特别的，V1 中的每个顶点与 V2 中的每个顶点都有一条边，则称 G 是一
个完全二分图，记作 Km,n，这里 |V1| = m, |V2| = n。

例 19.
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判定二分图的方法 (I)

引理 20.
给定 n 阶无向图 G = (V,E)，G 是二分图当且仅当 G 不含奇圈。

证明：先证必要性。反设 G 存在一个奇圈，不妨令为 v1v2v3 . . . v2k+1 且 v1 ∈ V1，则由定
义：

• v1, v3, v5, . . . , v2k+1 ∈ V1

• v2, v4, v6, . . . , v2k ∈ V2

但 (v2k+1, v1) ∈ E，矛盾。再证充分性。不妨假设 G 是连通的，否则我们可以根据连通分支
来证明。取 v 为其中任一顶点，定义：

• V1 = {u | d(v,u)是偶数}

• V2 = {u | d(v,u)是奇数}

我们证明，V1,V2 是一个可行的划分，从而 G 是二分图。
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判定二分图的方法 (II)

证明：[证明续] V1, V2 满足：

• V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅, V1,V2 ̸= ∅

下证其没有内部的边。反设存在 u1, v1 ∈ V1 使得 e = (u1, v1) ∈ V1，现在考察这样一个路径：

v
π1−→ u1 → v1

π3−→ v

由定义：

• 存在 π1,π2 使得其长度都是奇数。

从而 π1eπ2 是一个长度为偶数的圈，矛盾！
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匹配的概念

定义 21 [二分图的匹配].
给定一个二分图 G = (V1 ∪V2,E)，令 M 是 E 的子集，如果 M 中任意两边都没有公共顶
点，则称 M 是 G 的一个匹配。

不同的匹配
对于二分图 G = (V1 ∪ V2,E) 上的一个匹配 M，我们称其

• 最大匹配，如果这是一个包含最多边的匹配。

• 极大匹配，如果往 M 中再加任何一条边都不能构成匹配。

• 完备匹配，|M| = |V1| ⩽ |V2|，即一个匹配能够覆盖 V1, V2 中较小集合的所有顶点。

很显然，一个完备匹配肯定是最大匹配。
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匹配的例子
男孩 女孩

Alice

Beatrice

Carol

Danielle

Al

Bob

Chet

Dan

• (Al,Alice), (Chet,Alice), (Bob,Carol) 不是匹配。

• (Al,Beatrice), (Chet,Alice), (Bob,Carol) 是极大匹配。

• (Al,Beatrice), (Chet,Alice), (Bob,Danielle), (Dan,Carol) 是完备匹配。

完备匹配在此等价于所有男孩和女孩都能配对成互相喜欢的。
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Hall 定理

定理 22 [Hall定理].
给定一个二分图 G = (V1 ∪ V2,E), |V1| ⩽ |V2|, 则 G 存在完备匹配当且仅当对于任意的
S ⊆ V1，有：

|N(S)| ⩾ |S|

再证明上述定理之前，我们介绍一个匹配中的重要概念-增广路径。

定义 23 [增广路径].
给定二分图 G = (V1 ∪ V2,E) 上的一个匹配 M，如果存在一条路径 π 满足：

• π 的两个端点都不在 M 中。

• π 的边交替的属于 M 和 E−M。

则称 π 是 M 的一条增广路径。
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Hall 定理的证明

证明：[Hall 定理的证明] 必要性是显然的，只需考虑完备匹配即可。下证充分性，令 M 是
G 中的最大匹配，反设结论不成立，即存在 vx ∈ V1，vx 与 M 不关联。考察由 vx 出发的所
有的与匹配中的路径交替产生的最大路径 π：

vx→v1→u1→v2→· · ·→vk

其中红色边是匹配中的路径，绿色边是非匹配中的边。这条路径一定以匹配中的路径为结
尾，否则我们可以产生一个更大的匹配。现在定义：

• S = ∪π{vx, v1, . . . vk} ⊆ V1

• T = ∪π{u1, . . .uk} ⊆ V2

S− {vx} 与 T 之间存在一一映射，从而 |S| > |T | = N(S), 矛盾！
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欧拉图



一笔画问题

下列图形能否一笔画成？
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欧拉道路与欧拉回路

定义 24 [欧拉道路与欧拉回路].
给定图 G = (V,E)，如果存在一条通过所有边一次仅一次行遍所有顶点的通路 π，则称 π

是 G 的一条欧拉道路；如果存在一条通过所有边一次仅一次行遍所有顶点的回路 π，则
称其为欧拉回路。具有欧拉回路的图称为欧拉图；具有欧拉通路而没有欧拉回路的图称
为半欧拉图。

例 25.

v1

v2

v4

v3

v5

v1

v2

v4

v3

v5

v1

v2

v4

v3

v5

v1

v2

v4

v3

v5

G1 G2 G3 G4

在上述图中，G1,G3 是欧拉图，G2 是半欧拉图，G4 不是欧拉图。
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无向图的欧拉回路判断方法 (I)

定理 26.
无向图 G 是欧拉图当且仅当 G 是连通的且每个顶点的度数都是偶数。

证明：不妨令 G 是非平凡的，并且 V = {v1, . . . , vn}, |E| = m.

先证必要性。设 π 是 G 中一条欧拉回路，则任两个顶点 u, v 都会出现在这条回路中，因此
u, v 是连通的，从而 G 是连通的。另外，由于 π 经过每条边一次且仅一次，因此每个顶点每
出现一次度数便加 2，从而都是偶数。

再证充分性。我们对边数 m 进行归纳。当 m = 1 时，由条件可知该边必然是个自环，从而
命题成立。
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无向图的欧拉回路判断方法 (II)

证明：[判断欧拉回路续] 假设命题对 k 成立，即当 m = k 时图 G 存在欧拉回路。现在考虑
k+ 1 的情况。注意到 G 是连通的且每个顶点的度数都是偶数，因此图 G 必然存在一个简单
圈 C，若 C 已经经过了所有的边恰好一次，则 C 就是一条欧拉回路。否则，考察子图
G1 = G− C：

• G1 不一定连通，但是每个顶点的度数都是偶数。

• 设 G1 的连通分支为 C1, . . . ,Cl，由归纳假设，Ci 存在欧拉回路 πi。

• 由于 G 是连通的，从而每个 Ci 都与 C 有公共点，因此我们可以将 C 和 πi 连接起来，
从而得到一条欧拉回路。

从而命题对 k+ 1 也成立，即充分性得证。
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无向图的欧拉回路判断方法 (III)

推论 27.
无向图 G 是半欧拉图当且仅当 G 是连通的且有且仅有 2 个奇度数的顶点。

证明：必要性的证明是类似的，只要注意顶点在起点或者终点时对度数的贡献只能有 1，因
此恰好有两个奇数度数的顶点。

再证充分性，令 vi, vj 是具有奇数度数的两个顶点考察图 G = G+ (vi, vj)，则 G 是欧拉图，
因此存在一条经过所有边恰好一次的欧拉回路，将 (vi, vj) 删除，便得到了 G 中的一条经过
所有边恰好一次的通路。
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有向图的欧拉回路判断方法

有向图上我们也有类似的结论。

定理 28.
有向图是欧拉图当且仅当其是强连通的且每个顶点的入度和出度相等。

定理 29.
有向图是半欧拉图当且仅当其是单向连通的，且恰有两个奇数度数的顶点，其中一个顶
点的出度比入度大 1，另一个顶点的入度比出度大 1。
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连通图的简单道路数

推论 30.
设连通图 G 有 k 个奇数度数顶点，其边集合可以划分成 k

2 条简单道路。

证明：由握手定理，k 是偶数。假设奇数顶点为 v1, . . . vk，我们往其添加 (v2i+1, v2i+2) 这 k
2

条边，得到的新图满足每个顶点的度数都是偶数，因此存在欧拉回路 π。

新添加的边一定在 π 中出现，并且不会相邻，从而删去这些边后，我们就得到了划分出的 k

条简单道路。
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一笔画的答案

现在我们可以回答一笔画问题的答案了：

• 凡是由偶点组成的连通图，一定可以一笔画成。画时可以把任一偶点为起点，最后一定
能以这个点为终点画完此图

• 凡是只有两个奇点的连通图（其余都为偶点），一定可以一笔画成。画时必须把一个奇
点为起点，另一个奇点终点

• 其他情况的图都不能一笔画出, 但是奇点数除以二便可算出此图需几笔画成
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哥尼斯堡七桥问题的答案

回顾哥尼斯堡七桥问题：

现在我们可以确认，这个问题是不可能的。
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如何求得欧拉回路？

判断的方法其实就给了我们一种求得欧拉回路的方法：

• 能不走桥就不走桥！

v1

v4

v7

v2

v5

v8

v3

v6

v9
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Fleury 算法

算法 Fleury

输入: 欧拉图 G = (V ,E)

输出: G 的一条欧拉回路 π

1: 任选一个顶点 v 作为起点，令 π = v

2: while E ̸= ∅ do
3: 令 π 的末尾顶点为 u。
4: e← ∅
5: for (u,v) ∈ E do
6: if thene = ∅
7: e← (u,v)。
8: end if
9: if (u,v) 不是桥 then

10: e← (u,v)。
11: end if
12: end for
13: 将 e 加入 π 的末尾。
14: 从 E 中删除 e。
15: end while
16: return π 45



哈密顿图



周游世界
19 世纪英国数学家哈密顿提出了一个问题：

问题 31.
一个凸 12 面体，把 20 个顶点比作世界上 20 个城市，30 条棱表示这些城市间的交通路
线。问题是能否周游世界，即从某个城市出发，经过每城一次且只一次最后返回出发地
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周游世界的答案

事实上是可以的，我们有如下的走法（并不唯一）
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哈密顿图

定义 32.
给定图 G = (V,E)，一条经过 G 中每个顶点一次且仅一次的通路（回路）被称作哈密顿
通路（回路），具有哈密顿回路的图被称作哈密顿图；具有哈密顿通路而没有哈密顿回
路的图被称作半哈密顿图。特别的，规定平凡图是哈密顿图。

例 33.

G1 G2
G3

在上述例子中，G1 不是哈密顿图，G2 是半哈密顿图，G3 是哈密顿图。
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哈密顿路与欧拉回路

哈密顿路和欧拉路要求是不一样的：

• 欧拉路要求每条边都走一次，但是顶点可以重复。

• 哈密顿路要求每个顶点都走一次，但是边可以少走。

判断哈密顿路是很困难的！
事实上，人们目前还没有有效的判断哈密顿路的方法，而且很大概率这是一件不可能能
高效解决的事情。因为这是一个 NP 完全问题。
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哈密顿图的必要条件

引理 34.
设 G = (V,E) 是一个哈密顿图，则对于任意的 S ⊂ V, S ̸= ∅，有：

p(G− S) ⩽ |S|

证明：设 π 是图 G 的哈密顿回路，显然 π 也构成了 G 的一个生成子图 C，因此我们有：

p(G− S) ⩽ p(C− S) ⩽ |S|

推论 35.
设 G = (V,E) 是一个半哈密顿图，则对于任意的 S ⊂ V, S ̸= ∅，有：

p(G− S) ⩽ |S|+ 1
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必要条件的运用

推论 36.
哈密顿图没有割点。

证明：反设图中存在割点 v，则取 S = {v}，则 p(G− S) > 1 = |S|，矛盾。

定理 37.
有奇数个顶点的二分图不是哈密顿图。

证明：反设存在奇数个顶点的二分图不是哈密顿图，则其存在一个哈密顿回路，长度为奇
数，与其是二分图矛盾。
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哈密顿图的充分条件证明 (I)

引理 38.
如果 n 阶无向简单图任意两节点 vi, vj 恒有：

d(vi) + d(vj) ⩾ n− 1

则 G 中存在哈密顿通路。

证明：先证 G 是连通的，反设其存在两个连通分支 H1,H2，节点数为 n1,n2，则取
v1 ∈ H1, v2 ∈ H2 有：

d(v1) + d(v2) ⩽ n1 − 1+ n2 − 1 = n− 2 < n− 1

矛盾，因此 G 是连通的。
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哈密顿图的充分条件证明 (II)

证明：[充分条件证明续] 再证 G 中存在一条哈密顿路，考察其极长的初级路径：

v1 → v2 → · · · → vk

• 如果 k = n，则这条路径就是哈密顿路，证毕。

• 如果 k < n，其一定存在经过 v1, v2, . . . , vk 的初级回路。我们有如下事实：
◦ 与 v1 相连的顶点都在 v2, . . . , vk 中。
◦ 与 vk 相连的顶点都在 v1, . . . , vk−1 中。

否则我们可以构造更长的初级路径。如果存在 1 < i < k 使得 (v1, vi), (vi−1, vk) ∈ E，
则存在如下的回路：

v1 → vi → vk → vi−1 → v1

如果不存在这样的 i，则 d(vk) ⩽ k− 1− d(v1)，与 d(v1) + d(vk) ⩾ n− 1 矛盾。
由于 G 是连通的，我们可以将这条回路拆开扩展成一条更长的初级道路，因为图是有
限的，这个过程一定会停止，从而我们得到了一条经过 v1, v2, . . . , vk 的初级通路，证毕。
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哈密顿图的充分条件

推论 39.
如果 n 阶简单图任意两节点 vi, vj 恒有：

d(vi) + d(vj) ⩾ n

则 G 中存在哈密顿回路。

推论 40.
如果 n 阶简单图任意节点 vi 恒有：

d(vi) ⩾
n

2

则 G 中存在哈密顿回路。
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充分条件的运用

问题 41.
令 n(⩾ 3) 个人中，任两个人合在一起都认识其余 n− 2 个人。证明这 n 个人可以排成一
队，使相邻者都互相认识

证明：每个人用一个结点表示，相互认识则用边连接相应的结点，于是得到简单图
G = (V,E)。问题转化为 G 中是否存在哈密顿通路。

由已知条件，对任两个节点 u, v ∈ V，都有 d(u) + d(v) ⩾ n− 2。

• 若 u 和 v 认识，则 d(u) + d(v) ⩾ n− 2+ 2 = n.

• 若 u 和 v 不认识，则存在 w ∈ V 使得 u, v 都认识 w, 从而

d(u) + d(v) ⩾ n− 2+ 1 = n− 1

从而由充分条件，G 中存在哈密顿通路，证毕。
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本章总结

本章总结
• 图的连通性

◦ 无向图的连通性
◦ 有向图的连通性

• 二分图
◦ 二分图的概念、判定方法
◦ 匹配的概念、Hall 定理

• 欧拉图
◦ 欧拉图的概念
◦ 欧拉回路的判定方法

• 哈密顿图
◦ 哈密顿图的概念
◦ 哈密顿图的充分条件、必要条件
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