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上节回顾

• 命题与命题联结词。
◦ 命题的基本概念，什么是命题？简单命题和复合命题。
◦ 联结词的概念，与日常用语的区别。如何将一个复杂命题符号化。

• 命题公式。
◦ 命题公式的概念，如何判断一个符号串是否是命题公式。
◦ 命题公式的真值，真值表的概念。三种公式类型（重言式、可满足式、矛盾式）。
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主要内容

等值演算

联结词的完备集

命题公式的范式

可满足性问题
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等值演算



什么是” 等值”？

• 在初等数学中，当我们进行一些代数式运算时，我们经常会使用一些等式，如：

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

sin(x+ y) = sin x cosy+ siny cos x

· · ·

在命题逻辑里，我们也可以建立同样的等值式，去进行相应的运算。
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等值式

回顾相等的定义，我们知道，两个数 a 和 b 相等，当且仅当 a 和 b 的值相同。

定义 1 [等值式].
设 A 和 B 是两个命题公式，若对于任何一个赋值，A 和 B 的真值都相同，则称 A 和 B

是等值的 (或等价的)，记作 A ⇔ B(A = B)。

例 2.
对于公式 a → b 和 ¬a ∨ b 来说，尽管他们的形式是不一样的 (语法上不同)，但对

于任何一个关于 a,b 的赋值来说，他们的真值是相同的 (即真值表相同)，所以这两个公
式是等值的 (语义上相同).
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等值式的证明

通过真值表我们可以很容易的证明两个命题公式是等值的。

证明 ¬(p∨ q) 和 ¬p∧ ¬q 等值
只需要验证两个公式的真值相同即可。

p q

0 0

0 1

1 0

0 1

¬(p∨ q) ¬p∧ ¬q

1 1

0 0

0 0

0 0
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关于等值式

A 和 B 拥有不同的变元可以么？
完全可以！事实上，假设 A 的变元集合为 P1,B 的变元集合为 P2, 我们可以假设 A,B

都是在变元集合 P1 ∪ P2 上的命题公式，一个不存在在 A 中但存在在 P1 ∪ P2 的命题变元
可以视作 A 的哑元，即无论其真或者假，都不会影响 A 的真值。
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关于等值式

↔ 与 ⇔ 的区别？
尽管 A ↔ B 和 A ⇔ B 都蕴含了些 A 和 B 等价的意思，但两者式完全不同的概念。

• 从真假性来看，A ↔ B 只有是重言式时，才能说明 A 和 B 等值。而 A ⇔ B 已经表
明 A 和 B 等值。

• 从形式角度看，A ↔ B 是一个命题公式，而 A ⇔ B 不是，它反映的是一种命题公
式上的等价关系。

定理 3 [等值定理].
A ⇔ B 当且仅当公式 A ↔ B 是重言式。
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等值关系

和数学中”=“的性质一样，等值关系具有如下三种性质：

1. 自反性 (reflexivity)，即对于任何命题公式 A, A ⇔ A.

2. 对称性 (symmetry)，即对于任何命题公式 A,B, 若 A ⇔ B, 则 B ⇔ A.

3. 传递性 (transitivity)，即对于任何命题公式 A,B,C, 若 A ⇔ B 且 B ⇔ C, 则 A ⇔ C.

一般来说，满足这三个性质的关系被称为等价关系，其描绘了两者是” 等同的”。
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等值证明的方法

在前面的例子中，我们已经展示了真值表技术可以用来证明两个公式等值，但是否存在其他
方法呢？

利用基本等值式进行等值演算: 利用等值定理，我们可以构造一些相应的等值式，然后利用
这些等值式进行等值演算。
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基本等值公式 (I)

等值公式
1. 双重否定律：

¬(¬A) ⇔ A

2. 幂等律：

A∨A ⇔ A, A∧A ⇔ A

A → A ⇔ 1, A ↔ A ⇔ 1

3. 交换律：
A∨ B ⇔ B∨A, A∧ B ⇔ B∧A, A ↔ B ⇔ B ↔ A

4. 结合律：

A∨ (B∨ C) ⇔ (A∨ B)∨ C

A∧ (B∧ C) ⇔ (A∧ B)∧ C

A ↔ (B ↔ C) ⇔ (A ↔ B) ↔ C
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基本等值公式 (II)

等值公式
5. 分配律：

A∨ (B∧ C) ⇔ (A∨ B)∧ (A∨ C)

A∧ (B∨ C) ⇔ (A∧ B)∨ (A∧ C)

A → (B → C) ⇔ (A → B) → (A → C)

6. 德摩根律：

¬(A∨ B) ⇔ ¬A∧ ¬B, ¬(A∧ B) ⇔ ¬A∨ ¬B

¬(A → B) ⇔ A∧ ¬B, ¬(A ↔ B) ⇔ A ↔ ¬B ⇔ ¬A ↔ B

7. 吸收律：
A∨ (A∧ B) ⇔ A, A∧ (A∨ B) ⇔ A
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基本等值公式 (III)

等值公式
8. 零律：

A∨ 1 ⇔ 1, A∧ 0 ⇔ 0

A → 1 ⇔ 1, 0 → A ⇔ 1

9. 同一律：

A∨ 0 ⇔ A, A∧ 1 ⇔ A, 1 → A ⇔ A

1 ↔ A ⇔ A, A → 0 ⇔ ¬A, 0 ↔ A ⇔ ¬A

10. 补余律 (排中律、矛盾律)

A∨ ¬A ⇔ 1, A∧ ¬A ⇔ 0

A → ¬A ⇔ ¬A, A ↔ ¬A ⇔ 0
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基本等值公式 (IV)

等值公式
11. 蕴含等值式：

A → B ⇔ ¬A∨ B

通常在运算中，¬A∨ B 要比 A → B 方便。

12. 等价等值式：
A ↔ B ⇔ (A → B)∧ (B → A)

这表明等价关系可以用双蕴含词来表达，符合两个符号形式上的联系。

13. 假言易位：
(A → B) ↔ (¬B → ¬A)

这阐述的就像高中所说的“原命题和逆否命题等价”。
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基本等值公式 (V)

等值公式
14. 等价否定等值式：

A ↔ B ⇔ ¬A ↔ ¬B

直观上说，如果 A, B 是等价的，那么他们的否定也是等价的。

15. 归谬论：
(A → B)∧ (A → ¬B) ⇔ ¬A

这个直观上理解就是反证法。
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更多的等值公式

更多的等值公式
• A → (B → C) ⇔ (A∧ B) → C (前提合并)

• A → (B → C) ⇔ B → (A → C)(前提交换)
请注意：A → (B → C) ̸= (A → B) → C!

• A ↔ B = (A∧ B)∨ (¬A∧ ¬B) ⇔ (A∨ ¬B)∧ (¬A∨ B)(取值描述)

• (A → C)∧ (B → C) ⇔ (A∨ B) → C(蕴含合并)
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置换规则

置换规则
令 Φ(A) 是一个包含 A 的命题公式，其中 A 是任意一个命题公式，Φ(B) 是将 Φ(A) 中
的一些 A 替换成公式 B 后得到的公式, 则有：

若A ⇔ B, 则Φ(A) ⇔ Φ(B)

回顾：代入规则
若 A 是一个重言式，B 是一个命题公式，若将 A 中的某个命题变元 p 全部用 B 替换形
成一个新的公式 A ′，则 A ′ 也是重言式。
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代入规则与置换规则的区别

• 置换规则是将其中一个公式中的某个子公式替换成另一个公式，而代入规则是将其中
一个公式中的某个命题变元替换成另一个公式。

• 置换规则说明了替换某个子公式的等值式不会改变公式的真值，从而可以进行等值式
的证明。代入规则则是对重言式的证明。

• 置换不需要全部换掉，可以只替换其中一部分。
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等值演算

等值演算
利用等值定律, 基本等值式以及替换规则进行公式推演。

等值演算的一般方法
一般是将 ⇔ 两边的公式推演成相同形状的公式, 从而证明等值式成立.

• 尽可能的减少出现联结词的种类。

• 将否定联结词移到命题变元上。

• 可以转换成相应的范式。（后续内容）
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等值演算的例子 (I)

证明：(p∨ q) → r ⇔ (p → r)∧ (q → r)

证明：由基本等值式可得：

(p∨ q) → r ⇔ ¬(p∨ q)∨ r (蕴含等值式)

⇔ (¬p∧ ¬q)∨ r (德摩根律)

⇔ (¬p∨ r)∧ (¬q∨ r) (分配律)

⇔ (p → r)∧ (q → r) (蕴含等值式)

注：也可以从右边开始推导。
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等值演算的例子 (II)

用等值演算判断下列公式的类型
1. (P → Q)∧ P → Q.

2. ¬(P → (P ∨Q))∨ R.

3. P ∧ (((P ∨Q)∧ ¬P) → Q).

证明：只给出第一个的演算过程：

(P → Q)∧ P → Q ⇔ (¬P ∨Q)∧ P → Q (蕴含等值式)

⇔ ((¬P ∧ P)∨ (Q∧ P)) → Q (分配律)

⇔ (0∨ (Q∧ P)) → Q (取补律)

⇔ (Q∧ P) → Q (同一律)

⇔ ¬(Q∧ P)∨Q (蕴含等值式)

⇔ ¬P ∨ ¬Q∨Q (德摩根律，结合律)

⇔ 1 (同一律) 22



对偶式与内否式

我们介绍一些可以简化等值公式讨论的技术，假设下面提到的公式仅使用 ¬, ∧, ∨。

定义 4 [对偶式].
令 A 式任一命题公式，将其中的 ∧,∨, 1, 0 分别用 ∨, ∧, 0, 1 代替形成的新公式称为 A

的对偶式，记作 A∗。

定义 5 [内否式].
令 A 式任一命题公式，将其中所有肯定形式出现的变元 x 换成 ¬x、所有否定形式出现
的变元 ¬x 换成 x 后形成的新公式称为 A 的内否式，记作 A−。
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对偶式与内否式

例子

令 A
def
= (¬P ∨ (Q∧ R))∧ 1，则有：

1. A∗ = (¬P ∧ (Q∨ R))∨ 0.

2. A− = (P ∨ (¬Q∧ ¬R))∧ 1.

3. (A∗)− = (P ∧ (¬Q∨ ¬R))∨ 0

4. (A−)∗ = (P ∧ (¬Q∨ ¬R))∨ 0
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对偶式的一些性质定理 (I)

定理 6.
令 A 是任一只包含 ¬,∧,∨ 的命题公式，则有：

1. (A∗)∗ ⇔ A, (A−)− ⇔ A.

2. (A∨ B)∗ ⇔ A∗ ∧ B∗, (A∨ B)− ⇔ A− ∨ B− .

3. (A∧ B)∗ ⇔ A∗ ∨ B∗, (A∧ B)− ⇔ A− ∧ B−.

4. (¬A)∗ ⇔ ¬(A∗), (¬A)− ⇔ ¬(A−).

5. ¬A ⇔ (A∗)−. (德摩根律一般形式)

6. (A∗)− ⇔ (A−)∗.
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¬A ⇔ (A∗)− 的证明

证明： 对 A 中出现的联结词个数作归纳法证明。

BASE: n = 0，即 A 没有联结词，从而 A = p，从而 ¬A = ¬p, (A∗)− = ¬p，定理成立。

INDUCTION: 假设 n ⩽ k 时命题成立，则 n = k+ 1 时，A 中至少有一个联结词，有如下三种情形：

1. A = ¬A1, A1 的联结词个数 ⩽ k。由归纳假设 ¬A1 ⇔ (A∗1)
− 因此：

¬A ⇔ ¬(¬A1) ⇔ ¬((A∗1)
−) ⇔ (¬A∗1)

− ⇔ (A∗)−

2. A = A1 ∨A2，A1,A2 的联结词个数 ⩽ k。由归纳假设：

¬A ⇔ ¬(A1 ∨A2) ⇔ ¬A1 ∧ ¬A2 ⇔ (A∗1)
− ∧ (A∗2)

− ⇔ ((A1 ∨A2)
∗)− ⇔ (A∗)−

3. A = A1 ∧A2，与上一种情况相同。
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对偶式的一些性质定理 (II)

定理 7.
令 A 是任一只包含 ¬,∧,∨ 的命题公式，则有：

1. A 与 A− 同永真，同可满足。

2. ¬A 与 A∗ 同永真，同可满足。

推论 8.
若 A ⇔ B, 则有 A∗ ⇔ B∗。
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推论8的证明

证明：

1. A ⇔ B 等价于公式 A ↔ B 永真，也等价于 ¬A ↔ ¬B 永真。

2. ¬A ⇔ (A∗)−, ¬B ⇔ (B∗)−

3. 公式 (A∗)− ↔ (B∗)− 永真

4. 公式 ((A∗)− ↔ (B∗)−)− 永真，即公式 A∗ ↔ B∗ 永真，A∗ ⇔ B∗。
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等值演算总结

等值演算
• 等值式的概念、等值定理。

• 等值关系 (⇔), ⇔ 与 ↔ 的区别。

• 等值证明的方法: 真值表技术、等值演算。
1. 基本等值式。
2. 替换规则（与代入规则的不同）
3. 一些技巧-对偶式与内否式。
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联结词的完备集



命题公式与真值表关系

由命题公式写真值表是非常容易的，但是反过来呢？

考察我们之前描述“异或”的概念时，用了如下的表达式：

p⊕ q
def
= (p∧ ¬q)∨ (¬p∧ q)

如果将不带 ¬ 的视为 1，带 ¬ 的视为 0, 上式右边的式子便可以看作由异或的取真赋值写成
的公式。
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由真值表来书写公式

由取真赋值来写
• 核心思想：将所有取真赋值用 ∧ 表达出来，然后用 ∨ 连接起来，表示任选其中一个

取真赋值便能使其为真，否则为假。

• 示例：假设 p = 1,q = 1, r = 0 为其一个取真赋值，则建立公式 p∧ q∧¬r，该公式
仅有在 p = 1,q = 1, r = 0 时为真。

由取假赋值来写
• 核心思想：将所有取假赋值用∨表达出来，然后用∧连接起来，表示只有不取到其中

任何一个赋值时才能为真，否则为假。

• 示例：假设 p = 1,q = 1, r = 0 为其一个取假赋值，则建立公式 ¬p∨ ¬q∨ r，该公
式仅在 p = 1,q = 1, r = 0 时为假，意味着此时取到了取假赋值。
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由真值表来书写公式

我们通过如下一个例子来说明，假设 p,q 是两个命题变元，公式 A 的真值表如下：

p q A

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

• 由取真赋值来写：A = (¬p∧ ¬q)∨ (p∧ q).

• 由取假赋值来写：A = (p∨ ¬q)∧ (¬p∨ q).

当然我们也可以发现，A 其实就是 p ↔ q.
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联结词的个数

我们之前介绍了几种常见的联结词，一个很自然的问题是到底有多少联结词？

例 9.
我们可以定义很多新的联结词：

• 异或 (XOR): p⊕ q
def
= (p∧ ¬q)∨ (¬p∧ q)

• 与非 (NAND): p ↑ q
def
= ¬(p∧ q)

• 或非 (NOR): p ↓ q
def
= ¬(p∨ q)

问题 10.
对于 n 个命题变元 p1, . . .pn，一共可以定义出多少个不同的联结词？这其中互相独立的
有多少个？
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真值函数

一个 n 元联结词实际上可以看作是由 {0, 1}n 指向 {0, 1} 的一个函数，我们称这样的函数
为真值函数。

定义 11 [真值函数].
真值函数，是指以真值为定义域和值域的函数，即 {0, 1}n 到 {0, 1}。

例 12.
一元联结词 ¬ 可以看成如下一个真值函数 ¬ : {0, 1} → {0, 1}：

¬(0) = 1, ¬(1) = 0.

因此，前面的问题变转化成：一共有多少个 n 元真值函数？
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一元联结词的个数

先从最简单的一元联结词入手。

一元真值函数只有一个自变元 x，它有两个取值可能 0, 1。对于其每个取值，函数也有两种
不同的函数值 0, 1。因此一共可以定义 4 个不同的一元真值函数，如下表：

x f0(x) f1(x) f2(x) f3(x)

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1

相应的，有 4 个一元联结词，但 f0 和 f3 表示永假和永真，f1 表示不变，因此只有 f2（即 ¬)
被经常使用。
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二元联结词的个数

同样的方式，我们可以列举出所有的二元联结词，一共 22
2
= 16 个：

x y g0(x,y) g1(x,y) g2(x,y) . . . g15(x,y)

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1

显然,g1 就是我们熟知的 ∧.
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n 元联结词的个数

一般的，我们有：

引理 13.
n 元真值函数一共有 22

n 仲，因此一共可以定义 22
n 种不同的联结词。

例 14.
我们可以顶一个一个三元联结词 #:

#(x,y, z) 为真当且仅当 x,y, z 至少两个为真。

其对应的真值函数满足:

#(0, 0, 0) = 0, #(0, 0, 1) = 0,#(0, 1, 0) = 0, #(0, 1, 1) = 1

#(1, 0, 0) = 0, #(1, 0, 1) = 1,#(1, 1, 0) = 1, #(1, 1, 1) = 1
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联结词的完备集

搞清楚了联结词的个数，下一个问题就是：究竟需要多少个联结词？

例 15.
¬, ∨ 便可以表示我们学过的其他三个联结词 ∧,→,↔：

• A∧ B
def
= ¬(¬A∨ ¬B).

• A → B
def
= ¬A∨ B.

• A ↔ B
def
= (¬(¬A∨ ¬B))∨ (¬(A∨ B))

而仅依靠 ∨,∧ 却不能表示所有的联结词，比如它不能表示 ¬.

所以上述问题等价于，是否存在某些联结词的集合，可以表示所有的联结词？
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联结词的完备集

定义 16 [完备集].
令 S 是一个联结词集合，若任何一个 n 元真值函数都可以仅由 S 中的联结词构成的公式
表示，则称 S 是联结词完备集。

例 17.
由上述讨论可知，以下都是完备集：

{¬,∨}, {¬,∧}, {¬,→}, {¬,∨,∧}, {¬,∨,∧,→,↔}

而以下集合都不是完备集：
{¬}, {∨,∧}, {¬,↔}

上述完备集的证明可以通过前面所提的通过真值表来书写公式的方法来证明。
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最小联结词完备集 (基底)

定义 18 [最小联结词完备集 (基底)].
一个完备的联结词集合中如果其中的联结词是独立的，也就是说这些联结词不能相互表
示，则称为最小联结词完备集 (基底).

例 19.
以下都是最小联结词完备集：

{¬,∨}, {¬,∧}, {¬,→}

换句话中，该集合中不存在冗余的联结词。

问题 20.
存不存在只有一个联结词的最小完备集？
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与非 (NAND) 和或非 (NOR)

定义下述两个联结词：

• 与非 (NAND): A ↑ B
def
= ¬(x∧ y)

• 或非 (NOR): A ↓ B
def
= ¬(x∨ y)

定理 21.
{↑} 和 {↓} 都是最小联结词完备集。

证明：我们只证明 {↑}，事实上：

• ¬A ⇔ A ↑ A.

• A∧ B ⇔ (A ↑ B) ↑ (A ↑ B).
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联结词总结

联结词
• 由真值表书写公式.

◦ 由成真赋值来写。
◦ 由成假赋值来写。

• 联结词的个数，真值函数。

• 联结词的完备集。
◦ 完备集的概念。
◦ 最小完备集。
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命题公式的范式



标准形式

我们知道，尽管等值的 n 元公式只有 22
n 个，但是公式的数量是无穷多的：

x,¬x,¬¬x,¬¬¬x, . . . ,

能否找到一种标准形式，使得等值的不同公式都可以转换成相同的形式？
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范式-术语

定义 22 [一些术语的定义].
我们下面介绍一些术语：

• 命题变项 p 和其否定 ¬p 都被称为文字

• 有限个文字的合取叫简单合取式。

• 有限个文字的析取叫简单析取式。

• p 与 ¬p 被称为互补对。

定义 23 [析取范式和合取范式].
• 由若干个简单合取式用析取联结词 ∨ 连接起来的公式称为析取范式。

• 由若干个简单析取式用合取联结词 ∧ 连接起来的公式称为合取范式。
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范式举例 (I)

析取范式的例子
1. (p∧ q)∨ (¬p∧ q)

2. (p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ q)∨ (p∧ ¬q)

3. (p∧ ¬p)∨ (q∧ q).

合取范式的例子
1. (p∨ q)∧ (¬p∨ q)

2. (p∨ q∨ r)∧ (¬p∨ q)∧ (p∨ ¬q)

3. (p∨ ¬p)∧ (q∨ q).
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范式的存在性

由之前的讨论我们知道，{¬,∨,∧} 是一个联结词完备集，因此任何一个公式都可以转换成一
个等值的只有这三个联结词的公式。

再由双重否定律、德摩根律、分配律：

¬¬A ⇔ A

¬(A∧ B) ⇔ ¬A∨ ¬B

¬(A∨ B) ⇔ ¬A∧ ¬B

A∨ (B∧ C) ⇔ (A∨ B)∧ (A∨ C)

A∧ (B∨ C) ⇔ (A∧ B)∨ (A∧ C)

定理 24 [范式存在定理].
任何一个命题公式存在与其等值的的析取范式和合取范式。
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求范式的方法

上述证明也给出了求范式的方法：

范式求法
1. 消去其中不是 ¬,∨,∧ 的联结词：

◦ A → B = ¬A∨ B.
◦ A ↔ B = (¬A∨ B)∧ (A∨ ¬B).

2. 用德摩根律将否定号移到文字上。
◦ ¬(A∨ B) = ¬A∧ ¬B.
◦ ¬(A∧ B) = ¬A∨ ¬B.

3. 用分配律将公式化为合取范式或析取范式。
◦ A∨ (B∧ C) = (A∨ B)∧ (A∨ C).
◦ A∧ (B∨ C) = (A∧ B)∨ (A∧ C).

4. 进行适当的化简。
◦ A∨ ¬A = 1.
◦ A∧ ¬A = 0.
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范式举例 (II)

求 (p → q) ↔ r 的合取范式和析取范式
1. 先求合取范式。

(p → q) ↔ r = (¬p∨ q) ↔ r (消去 →)

= (¬(¬p∨ q)∨ r)∧ ((¬p∨ q)∨ ¬r) (消去 ↔)

= ((p∧ ¬q)∨ r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r) (德摩根律)

= (p∨ r)∧ (¬q∨ r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r) (分配律)

2. 再求析取范式。

(p → q) ↔ r = ((p∧ ¬q)∨ r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r) (前面一致)

= ((p∧ ¬q)∧ (¬p∨ q∨ ¬r))∨ (r∧ (¬p∨ q∨ ¬r)) (分配律)

= (p∧ ¬q∧ ¬r)∨ (r∧ ¬p)∨ (r∧ q) (分配律)
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范式的作用

一些具有特定形式的范式可以帮助我们判断范式的种类：

• 如果合取范式里的每个简单析取式都有互补对，则该范式是重言式.
◦ (p∨ ¬p∨ r)∧ (q∨ ¬q).

• 如果析取范式里的每个简单合取式都有互补对，则该范式是矛盾式.
◦ (p∧ ¬p∨ q)∨ (q∧ ¬q∨ r).
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范式的作用

是否可以通过范式来判断是否 A ⇔ B?

考察如下两个命题公式：

1. A = (¬p∧ r)∨ (q∧ r).

2. B = (¬p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ ¬q∧ r)∨ (p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ q∧ r)

显然 A,B 都是析取范式，并 A ⇔ B. 但是，它们的形式却完全不同。

可不可以转换成一类范式，使得如果两个公式是等值的，则它们转换成的范式形式上是一摸
一样的？

• 主范式！
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极小项

定义 25.
令公式只涉及 n 个命题变量 x1, . . . , xn，一个极小项指的是一个由 n 个文字构成的合取
式，其中每个命题变量 xi 以 xi 或者 ¬xi 恰好仅出现在左起第 i 个文字上（即命题公式
里的文字按字典序排列出现）。

例 26.
令 p,q, r 为涉及到的所有命题变元，以下合取式都是极小项：

• p∧ q∧ r.

• ¬p∧ q∧ ¬r.

每个极小项都包含了所有的命题变元，且每个变元恰好出现一次。
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极小项的性质

极小项的性质
• 极小项一共有 2n 个。

◦ 可以用 n 位二进制数来记录每个极小项，即用 0 来表示 ¬xi,1 来表示 xi, 比如：m0 可
以用来表示 ¬x1 ∧ ¬x2 ∧ . . .∧ ¬xn.

◦ 由上述讨论可知，n 个变元的极小项可以用 m0, . . .m2n−1 来表示。

• 任何一个极小项只在一个赋值（解释）下为真，即上述表示的二进制数。

• 极小项互不等值，且任何两个极小项的合取是永假的。

• 由所有极小项的析取构成的公式是永真的。

极小项的意义
极小项相当于唯一确定了一成真赋值，因此对于由所有极小项的析取构成的公式来说，
任何一个赋值都是使其为真的赋值，从而该公式是永真的。
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极大项

定义 27 [极大项].
令公式只涉及 n 个命题变量 x1, . . . , xn，一个极大项指的是一个由 n 个文字构成的析取
式，其中每个命题变量 xi 以 xi 或者 ¬xi 恰好仅出现在左起第 i 个文字上（即命题公式
里的文字按字典序排列出现）。

例 28.
令 p,q, r 为涉及到的所有命题变元，以下析取式都是极大项：

• p∨ q∨ r.

• ¬p∨ q∨ ¬r.

每个极大项都包含了所有的命题变元，且每个变元恰好出现一次。
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极大项的性质

极大项的性质
• 极大项一共有 2n 个。

◦ 可以用 n 位二进制数来记录每个极大项，即用 0 来表示xi,1 来表示¬xi, 比如：M0 可以
用来表示 x1 ∨ x2 ∨ . . .∨ xn.

◦ 由上述讨论可知，n 个变元的极大项可以用 M0, . . .M2n−1 来表示。

• 任何一个极大项只在一个赋值（解释）下为假，即上述表示的二进制数。

• 极大项互不等值，且任何两个极大项的析取是永真的。

• 由所有极大项的合取构成的公式是永假的。

极大项的意义
极大项相当于唯一确定了一成假赋值，因此对于由所有极大项的合取构成的公式来说，
任何一个赋值都是使其为假的赋值，从而该公式是永假的。
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主范式

由极小项和极大项的概念，我们可以提出唯一的表达形式-主范式的概念。

定义 29 [主合取范式和主析取范式].
仅由极小项（resp. 极大项）构成的析取范式（resp. 合取范式）称为主析取范式（resp.
主合取范式）。

定理 30 [主范式的存在和唯一性].
• 任何一个含有 n 个命题变元的公式，都有唯一的与之等值的恰含这 n 个变元的主析

取范式。

• 任何一个含有 n 个命题变元的公式，都有唯一的与之等值的恰含这 n 个变元的主合
取范式。
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主范式的求法-利用基本等值式

主析取范式的求法
• 利用基本等值式求出一个析取范式。

• 如果某个简单合取式 A 未出现命题变
元 x, 则通过：

A ⇔ A∧ (x∨ ¬x)

⇔ (A∧ x)∨ (A∧ ¬x)

补足 x。

• 去除重复的变量、矛盾式以及重复出
现的极小项。

主合取范式的求法
• 利用基本等值式求出一个合取范式。

• 如果某个简单析取式A 未出现命题变
元 x, 则通过：

A ⇔ A∨ (x∧ ¬x)

⇔ (A∨ x)∧ (A∨ ¬x)

补足 x。

• 去除重复的变量、矛盾式以及重复出
现的极大项。
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主范式的求法-举例 (I)

求 (p → q) ↔ r 的主合取范式和主析取范式
求主合取范式:

• 由之前的讨论可得其的合取范式：

(p∨ r)∧ (¬q∨ r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r)

• 对于前两个简单析取式 (p∨ r) 和 (¬q∨ r), 我们分别补足变元 q 和 p:
◦ (p∨ r)∧ (q∨ ¬q) = (p∨ r∨ q)∧ (p∨ r∨ ¬q).
◦ (¬q∨ r)∧ (p∨ ¬p) = (¬q∨ r∨ p)∧ (¬q∨ r∨ ¬p)

• 整理极大项可得：

(p∨ q∨ r)∧ (p∨ ¬q∨ r)∧ (¬p∨ ¬q∨ r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r)

上述主合取范式也可以表示为: M0 ∧M2 ∧M5 ∧M6.
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主范式的求法-举例 (II)

求 (p → q) ↔ r 的主合取范式和主析取范式
求主析取范式:

• 由之前的讨论可得其的析取范式：

(p∧ ¬q∧ ¬r)∨ (r∧ ¬p)∨ (r∧ q)

• 对于后两个简单合取式 (r∧ ¬p) 和 (r∧ q), 我们分别补足变元 q 和 p:
◦ (r∧ ¬p)∨ (q∧ ¬q) = (r∧ ¬p∧ q)∨ (r∧ ¬p∧ ¬q)

◦ (r∧ q)∨ (p∧ ¬p) = (r∧ q∧ p)∨ (r∧ q∧ ¬p)

• 整理极小项可得：

(¬p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ ¬q∧ r)∨ (p∧ q∧ r)∨ (p∧ ¬q∧ ¬r)

上述主析取范式也可以表示为: m1 ∨m3 ∨m4 ∨m7.
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主范式的求法-利用真值表

考察如下的命题公式：p → (p∧ q)，其真值表为：

p q (p → (p∧ q))

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

其中有 3 个成真赋值 00, 01, 11 和 1 个成假赋值 10，因此：

• 主析取范式为：m0 ∨m1 ∨m3.

• 主合取范式为: M2
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主析取范式和主合取范式的转换

主析取范式可以视作是将所有代表成真赋值的极小项 析取而成，而主合取范式可以视作是
将所有代表成假赋值的极大项合取而成。

主析取范式和主合取范式的转换
令 A = mi1 ∨ . . .∨mik 是一个 n 个变元的主析取范式，则:

1. I = {i1, . . . , ik} 是相应的成真赋值集合。

2. J = {0, . . . , 2n − 1} \ I 为其成假赋值，记为 j1, . . . j2n−k。

3. Mj1 ∧ . . .∧Mj2n−k
是其主合取范式。
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主范式运用

例 31.
某科研所要从 3 名科研骨干 A,B,C 中挑选 1 ∼ 2 名出国进修，由于工作需要需要满足如
下条件：

• 若 A 去，则 C 也要去。

• 若 B 去，则 C 不能去。

• 若 C 不去，则 A 和 B 至少要去一个。

问有哪些选派方案？
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主范式运用

解：令 p : 派 A 去 q : 派 B 去 r : 派 C 去

则上述条件可以转换为

(p → r)∧ (q → ¬r)∧ (¬r → (p∨ q))

上述公式的主析取范式为：
m1 ∨m2 ∨m5

因此一共有 3 种方案：

• 只派 C 去 (对应 1(二进制形式：(001)2))。

• 只派 B 去 (对应 2(二进制形式：(010)2))。

• 派 A,C 去 (对应 5(二进制形式：(101)2))。

□
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命题公式的范式总结

命题公式范式
• 命题公式的标准形式。

◦ 析取范式。
◦ 合取范式。

• 求范式的方法 (基本等值式、真值表)。

• 主析取范式和主合取范式
◦ 极小项和极大项
◦ 互相的转化
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可满足性问题



命题公式的可满足性问题

定义 32 [SAT问题 (Satisfiability Problem)].
给定一个 n 个变元的命题公式，可满足性问题是指，是否存在一个使其为真的赋值？

我们知道对于任何一个命题公式，其可以转换成析取范式或者合取范式，哪种范式的可满足
性更容易判断？

析取范式！应为析取范式只需要使得其中某个简单合取式成真即可。

但有时，相应的析取范式会非常的长，比如 p∨ q 而言，其析取范式为：

(p∧ q)∨ (p∧ ¬q)∨ (¬p∧ q)
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SAT 问题介绍

一般 SAT 问题考察的是一个合取范式 C，n-SAT 问题则要求 C 中每个析取式最多不超过 n

个文字。

第一个 NP 完全问题
1971 年 Stephen Cook和Leonid Levin提出了 Cook-Levin 定理，证明了 SAT 问题是第一
个 NP 完全问题。

SAT 问题在计算机科学中有着重要的作用，比如在程序正确性分析里，通过将所需要的性
质转换成相应的合取范式，即可通过 SAT 问题来判断该性质是否成立。

国际上每年都有关于 SAT solver 问题的竞赛，具体可以参考
http://www.satcompetition.org/
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消解法-思路

令 C1,C2 表示合取范式 C 中两个不同的简单析取式，满足：

C1 = A∨ x C2 = B∨ ¬x

记 Res(C1,C2) = A∨ B。我们可以发现 C1 ∧ C2 的可满足性与 A∨ B 相同。

• 如果 A∨ B 是可满足的，此时必然存在一个赋值使得 A 或 B 满足，不妨设为 A，则令
x = 0，可以得到使 C1 ∧ C2 满足的一组赋值。

• 如果 C1 ∧ C2 是可满足的，取其中一个令其为真的解释，并不妨令 x = 0，此时由定义
A 必然是可满足的，从而 A∨ B 是可满足的。

消解法
从而我们可以得出如下的思路：对 C 中的简单析取式一直进行上述的消解操作，直到不
产生新的公式或者产生了矛盾式为止。
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消解法-算法

消解法
输入: n 个变元的合取范式 C = C1 ∧C2 . . .Cm

输出: C 是否可满足？
1: S0← ∅, S1← {C1, . . . ,Cn}, S2← ∅
2: for any c1 ∈ S0, c2 ∈ S1 do
3: if c1 and c2 can be resolved then
4: c← Res(c1,c2)

5: if c = ϵ then return False

6: else if c /∈ S0 ∪ S1 then S2← S2 ∪ {c}

7: end if
8: end if
9: end for

10: for any c1, c2 ∈ S1 do
11: if c1 and c2 can be resolved then
12: c← Res(c1,c2)

13: if c = ϵ then return False

14: else if c /∈ S0 ∪ S1 then S2← S2 ∪ {c}

15: end if
16: end if
17: end for
18: if S2 = ∅ then return True

19: else
20: S0← S0 ∪ S1, S1← S2, S2← ∅
21: Goto Line 2
22: end if
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消解法-例子

(¬p∨ q)∧ (p∨ q)∧ (¬q) 运用消解法的例子
1. 先找出其简单析取式：

S0 = {}, S1 = {¬p∨ q, ,p∨ q, ¬q}, S2 = {}

2. 对 S0 和 S1 之间以及 S1 内部寻找可以消解的公式：
◦ Res(¬p∨ q, p∨ q) = q.
◦ Res(¬p∨ q, ¬q) = ¬p.
◦ Res(p∨ q, ¬q) = p.

3. 更新 S0, S1, S2:
S0 = {¬p∨ q, ,p∨ q, ¬q}, S1 = {p,¬p,q}, S2 = {}

4. 重复上述过程，由于：
Res(p,¬p) = ϵ

我们可以得到上述公式不可满足。
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关于 SAT 问题

• 2-SAT 问题是有多项式算法的。

• 消解法并不是目前常用的 SAT 问题的求解方法，其并不高效。目前比较常用的算法是
基于回溯思想的 DPLL 算法以及其进一步改进的 CDCL 算法。这些算法在实际中有着
非常好的效果。

• 此外，还有一类非完备类的算法。即该类算法只能证明一个公式是可满足的，但是不能
证明一个公式是不可满足的。这类算法的代表是 Stochastic Local Search 算法。

• 其衍生 SMT-solver 也有着非常广泛的应用。

扩展资料
• SAT 问题简介：这是中科大吉建民副教授的对 SAT 问题的一个介绍，可供参考。
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总结

本章总结
• 等值演算。

• 联结词的完备集。

• 命题公式的范式。

• 可满足性问题。
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