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Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2026 年 10 月 11 日

1. 由下列真值表，分别写从成真赋值和成假赋值的角度写出以 p,q, r 为命题变元的命题公式 A,B

的两个表达式：

p q r A B

0 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

1 0 1 0 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 0

表 1: 命题公式 A,B 的真值表

解答. 对于 A 来说：

• 从成假赋值来写：A = (p∨ q∨ ¬r)∧ (p∨ ¬q∨ ¬r)∧ (¬p∨ q∨ ¬r)∧ (¬p∨ ¬q∨ r).

• 从成真赋值来写：A = (¬p∧ ¬q∧ ¬r)∨ (¬p∧ q∧ ¬r)∨ (p∧ ¬q∧ ¬r)∨ (p∧ q∧ r).

对于 B 来说：

• 从成假赋值来写：B = (p∨ q∨ r)∧ (¬p∨ q∨ r)∧ (¬p∨ ¬q∨ ¬r).

• 从成真赋值来写：B = (¬p∧¬q∧r)∨(¬p∧q∧¬r)∨(¬p∧q∧r)∨(p∧¬q∧r)∨(p∧q∧¬r).

2. 求出下列命题公式的一个合取范式和析取范式。

(1) (p∧ q) ↔ r.

(2) (p∨ (q∧ r)) → (p∨ q∨ r).

解答. (1) 对于 (p∧ q) ↔ r，有

(p∧ q) ↔ r ⇔ ((p∧ q) → r)∧ (r → (p∧ q))

⇔ (¬p∨ ¬q∨ r)∧ (¬r∨ (p∧ q))

⇔ (¬p∨ ¬q∨ r)∧ (¬r∨ p)∧ (¬r∨ q).
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因此，一个合取范式为

(¬p∨ ¬q∨ r)∧ (¬r∨ p)∧ (¬r∨ q).

另一方面，
(p∧ q) ↔ r ⇔ (p∧ q∧ r)∨ (¬(p∧ q)∧ ¬r)

⇔ (p∧ q∧ r)∨ ((¬p∨ ¬q)∧ ¬r)

⇔ (p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ ¬r)∨ (¬q∧ ¬r).

因此，一个析取范式为

(p∧ q∧ r)∨ (¬p∧ ¬r)∨ (¬q∧ ¬r).

(2) 对于 (p∨ (q∧ r)) → (p∨ q∨ r)，有

(p∨ (q∧ r)) → (p∨ q∨ r)

⇔ ¬(p∨ (q∧ r))∨ (p∨ q∨ r)

⇔ (¬p∧ (¬q∨ ¬r))∨ (p∨ q∨ r)

⇔ (¬p∨ p∨ q∨ r)∧ (¬q∨ ¬r∨ p∨ q∨ r)

⇔ 1∧ 1

⇔ 1.

因此，原公式是永真式，其一个合取范式和一个析取范式均可取为

p∨ ¬p.

这里，p∨¬p 可以看作仅含一个析取子句的合取范式，也可以看作由两个单文字合取项组成
的析取范式。

3. 证明关于对偶式和内否式的两个性质：

(1) (¬A)∗ ⇔ ¬(A∗).

(2) (¬A)− ⇔ ¬(A−).

解答.

(1) 对 A 的联结词进行归纳：

BASE : A = p，则有 (¬A)∗ = ¬p = ¬(A∗)，即 (¬A)∗ ⇔ ¬(A∗)。
IH : 假设对于 A 的联结词数小于 n 时成立。则当 n 时，A 一定如下三种情况：

(i) A = ¬A1，则由归纳假设有 (¬A1)
∗ ⇔ ¬(A∗

1)，从而：

(¬A)∗ ⇔ (¬¬A1)
∗ ⇔ (A1)

∗ ⇔ ¬¬(A∗
1) ⇔ ¬((¬A1)

∗) ⇔ ¬(A∗)
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(ii) A = A1 ∨A2, 则由归纳假设有 (¬A1)
∗ ⇔ ¬(A∗

1)，(¬A2)
∗ ⇔ ¬(A∗

2)，从而：

(¬A)∗ ⇔ (¬(A1 ∨A2))
∗ ⇔ (¬A1 ∧ ¬A2)

∗

⇔ (¬A1)
∗ ∨ (¬A2)

∗ ⇔ ¬(A∗
1)∨ ¬(A∗

2) ⇔ ¬(A∗
1 ∧A∗

2) ⇔ ¬(A∗)

(iii) A = A1 ∧A2, 则由归纳假设有 (¬A1)
∗ ⇔ ¬(A∗

1)，(¬A2)
∗ ⇔ ¬(A∗

2)，从而：

(¬A)∗ ⇔ (¬(A1 ∧A2))
∗ ⇔ (¬A1 ∨ ¬A2)

∗

⇔ (¬A1)
∗ ∧ (¬A2)

∗ ⇔ ¬(A∗
1)∧ ¬(A∗

2) ⇔ ¬(A∗
1 ∨A∗

2) ⇔ ¬(A∗)

(2) 对 A 的联结词进行归纳：

BASE : A = p，则有 (¬A)− = p ⇔ ¬¬p = ¬(A−)，即 (¬A)− ⇔ ¬(A−)。
IH : 假设对于 A 的联结词数小于 n 时成立。则当 n 时，A 一定如下三种情况：

(i) A = ¬A1，则由归纳假设有 (¬A1)
− ⇔ ¬(A−

1 )，从而：

(¬A)− ⇔ (¬¬A1)
− ⇔ (A1)

− ⇔ ¬¬(A−
1 ) ⇔ ¬((¬A1)

−) ⇔ ¬(A−)

(ii) A = A1 ∨A2, 则由归纳假设有 (¬A1)
− ⇔ ¬(A−

1 )，(¬A2)
− ⇔ ¬(A−

2 )，从而：

(¬A)− ⇔ (¬(A1 ∨A2))
− ⇔ (¬A1 ∧ ¬A2)

−

⇔ (¬A1)
− ∧ (¬A2)

− ⇔ ¬(A−
1 )∧ ¬(A−

2 ) ⇔ ¬(A−
1 ∨A−

2 ) ⇔ ¬(A−)

(iii) A = A1 ∧A2, 则由归纳假设有 (¬A1)
− ⇔ ¬(A−

1 )，(¬A2)
− ⇔ ¬(A−

2 )，从而：

(¬A)− ⇔ (¬(A1 ∧A2))
− ⇔ (¬A1 ∨ ¬A2)

−

⇔ (¬A1)
− ∨ (¬A2)

− ⇔ ¬(A−
1 )∨ ¬(A−

2 ) ⇔ ¬(A−
1 ∧A−

2 ) ⇔ ¬(A−)

4. 这一道题是关于上课提到的与非连结词 ↑:

(1) 仅使用连结词 ↑ 和命题变元，分别写出与 p⊕ q、p∨ q 等值的公式。

(2) 一位同学认为
p → q ⇔ (p ↑ p) ↑ q.

判断这一等值式是否成立。若成立，请给出证明；若不成立，请说明原因，并写出仅使用连
结词 ↑ 表示 p → q 的正确公式。

解答. (1) 我们有：

p⊕ q ⇔
[
p ↑ (q ↑ q)

]
↑
[
(p ↑ p) ↑ q

]
.

p∨ q ⇔ (p ↑ p) ↑ (q ↑ q).
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(2) 所给等式不成立，取 p = 0,q = 1，则

p → q = 1, (p ↑ p) ↑ q = 0.

因此，两者不等值。事实上我们有：

p → q ⇔ p ↑ (q ↑ q).

5. 某大学的学生创新项目由甲、乙、丙三位评委评审。每位评委必须选择“赞成”或“反对”，不能弃
权。评审规则为：当且仅当至少两位评委赞成时，项目通过评审。设命题变元 p,q, r 分别表示甲、
乙、丙赞成，用命题公式 F 表示“项目通过评审”。程序员将评审规则实现为

G = (p∧ q)∨ r.

该公式是否准确表达了评审规则？请用取真赋值或取假赋值说明理由；若不准确，请指出它会在
哪种情况下作出错误判断。

解答. 公式 G 不准确。取 (p,q, r) = (0, 0, 1)，此时只有丙赞成，按评审规则项目不应通过，即
F = 0。但

G = (0∧ 0)∨ 1 = 1.

因此，(0, 0, 1) 是 G 的取真赋值，却是 F 的取假赋值，故 G 与 F 不等值。该程序会错误地让只有
丙赞成的项目通过评审。
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