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截止日期 2023 年 6 月 3 日

1. 判断下列语句的真假，并给出理由：

• 若 A 是一个 n×n 的矩阵，且 A 的特征值是实数，对应的特征向量是实向量，则 A 是对称
矩阵。

• 若对称矩阵 S 可逆，则其逆矩阵一定是对称矩阵。
• 令对称矩阵具有谱分解 S = QΛQT，则其特征向量矩阵 Q 是对称矩阵。

2. 计算下列矩阵的特征值和特征向量：

A =

[
1 10−18

0 1 + 10−18

]

可以看到 A 是一个很接近对称矩阵的矩阵，但 A 的特征向量距离“正交”却相差很远。计算其
特征向量的夹角。
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3. 让我们来看下实对称矩阵的特征值是实数的证明，考虑下面这样一个看上去很简单的证明，请指
出错误在哪？

Ax = λx ⇒ xTAx = λxTx ⇒ λ =
xTAx
xTx

∈ R

作为一个例子，大家可以考虑逆时针旋转 90° 的矩阵 R =

[
0 −1

1 0

]
，其特征值 i 对应的特征向

量是

[
i

1

]

4. 对角化下列矩阵：

S =

1 0 2

0 −1 −2

2 −2 0


并令其中的 XΛX−1 中的 X 是正交矩阵，即找到正交矩阵 X 和对角矩阵 Λ 使得 S = XΛXT。
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5. 令 A1, A2 是两个 n× n 的可逆矩阵。

(1) 证明存在可逆矩阵 B 使得
A2A1 = BA1A2B

−1

(2) 证明 A1A2 和 A2A1 有相同的特征值。

6. 考察实 n× n 的实反对称矩阵 A，即其满足 AT = −A。请注意在第 2 问中特征向量可能是复向
量，即此时 ∥z∥2 = z̄Tz。

(1) 证明对任意向量 x ∈ Rn，有 xTAx = 0。
(2) 证明实反对称矩阵的特征值一定是虚数。
(3) 进一步证明 det(A) ≥ 0

hint: 考虑其特征值和特征向量 Az = λz，则 z̄TAz = λz̄Tz = λ∥z∥2
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