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1. 在 R3 中，求 a =

12
3

 在如下的一组基下的坐标：

e1 =

11
1

 , e2 =

10
0

 , e3 =

01
0


解答. 解方程： 1 1 0

1 0 1

1 0 0


x1x2
x3

 =

12
3


得到 x1 = 3, x2 = −2, x3 = −1，所以 a 在这组基下的坐标是 (3,−2,−1)。

2. 令 T 是一个 V 到 V 上的变换，称 vi(i = 1, 2, 3) 是 T 的特征向量，如果 Tvi = λivi，其中
λi ̸= 0 ∈ C。如果 v1, v2, v3 是 V 中的一组基，则 T 在这组基下的矩阵表示是什么？

解答. T 的矩阵表示为： λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



Remark 0.1

特征向量所构成的基其实就是这个线性变换最简单的矩阵表示。

3. 给定下列三组基 u, v 和 w：

u =

10
0

 ,

01
0

 ,

00
1

 , v =

12
4

 ,

 3

7

13

 ,

01
2

 , w =

10
1

 ,

01
0

 ,

01
1


• 求 u 到 v 的过渡矩阵 P。
• 求 v 到 w 的过渡矩阵 Q。

解答. • u 到 v 的过渡矩阵 P 满足：[
v1, v2, v3

]
=

[
u1,u2,u3

]
P

从而 P 满足： 1 3 0

2 7 1

4 13 2

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

P =⇒ P =

1 3 0

2 7 1

4 13 2


1



• v 到 w 的过渡矩阵 Q 满足： [
w1,w2,w3

]
=

[
v1, v2, v3

]
Q

从而 Q 满足： 1 0 0

0 1 1

1 0 1

 =

1 3 0

2 7 1

4 13 2

Q =⇒ Q =

−2 −3 3

2 1 −1

−4 0 1



Remark 0.2

可以看到，标准基到其他基的过渡矩阵是非常好算的。

4. 令 T 是一个 V 到 W 的线性变换，v = v1v2v3 是 V 的一组基，w = w1w2w3 是 W 的一组基, 并
且有：

T (v1) = w2, T (v2) = T (v3) = w1 +w3

令 A 是在基 v 和基 w 下线性变换 T 的矩阵表示。

• 给出 A

11
1

 的值。
• 令 V = W，是否可以说线性变换 T 2 在基 v 和基 w 下线性变换 T 的矩阵表示是 A2?

解答.

(1) 由于 T (v1 + v2 + v3) = 2w1 +w2 + 2w3，从而 A

11
1

 =

21
2


(2) 不可以，因为 v 和 w 不一定相同。

5. 给定 n 维的向量空间 V，T 是 V 到 V 上的一个线性变换，其在基 v1, · · · , vn 下的矩阵是 A。若
A2 = A，证明存在 V 上的一组基 w1, · · · ,wn，使得 T 在这组基下的矩阵是对角矩阵。

解答. 我们先证明：
rank(A) + rank(A− I) = n

事实上由 A(A− I) = O 我们有：

rank(A) + rank(A− I) ≤ rank(A) + dim(N(A)) = n

另一方面：
rank(A) + rank(A− I) ≥ rank(A+ I −A) = rank(I) = n

从而 A 的特征值为 0 和 1，并且注意到存在一组基：

u1, · · · ,uk,u′
1, · · · ,u′

n−k

2



满足：
A(ui) = 0ui, A(u′

i) = u′
i

定义：
P =

[
u1, · · · ,uk,u′

1, · · · ,u′
n−k

]
则 P 是可逆矩阵，并且：

P−1AP =

[
O O

O I

]
另一方面，注意到: [

w1, · · · ,wn

]
=

[
v1, · · · , vn

]
P

则我们有：[
T (u1), · · · , T (uk, T (u′

1)), · · ·T (u′
n−k)

]
=

[
T (v)1, · · · , T (vn)

]
P

=
[
v1, · · · , vn

]
AP

=
[
u1, · · · ,uk,u′

1, · · · ,u′
n−k

]
P−1AP

从而 P−1AP 是线性变换 T 在基 u1, · · · ,uk,u′
1, · · · ,u′

n−k 下的矩阵表示，即 T 在这组基下的矩
阵是对角矩阵。
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