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第一次作业-solution

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2024 年 3 月 25 日

截止日期 2023 年 3 月 4 日

1. 给定二维向量 u = (2, 1), v = (3, 4)：

• 请描述所有满足 c+ d = 1 的线性组合 cu+ dv 在平面上的图像。
• 如果线性组合 cu+ dv 描述的是图中的阴影部分，请给出 c 和 d 所满足的条件。

(3, 4)

(2, 1)

(2.5, 2.5)

解答.

• 满足 c+ d = 1 的线性组合 cu+ dv 在平面上的图像是过 (3, 4) 和 (2, 1) 的一条直线。
• 图中阴影部分对应的线性组合 cu+ dv 满足 c+ d ≤ 1 并且 d ≥ c ≥ 0。

Remark 0.1

我们给第二问再给出两个证明：

• 事实上任何一个阴影的点必须满足如下的条件：

∃, λ, η ∈ [0, 1], s.t. λv+ η(
1

2
v+ u) and λ+ η ≤ 1

从而我们有：

d+ c = λ+
1

2
η +

1

2
η ≤ 1, d = λ+

1

2
η ≥ 1

2
η = c, c =

1

2
η ≥ 0

上述不等式等号成立的条件为阴影部分的边界。
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• 我们再尝试使用线性规划的方法证明，令这个点为 (x, y)，则有：

3y − 4x ≤ 0

y − x ≥ 0

y − 3x+ 5 ≥ 0

x = 2c+ 3d

y = c+ 4d

从而我们有： 
c ≥ 0

d− c ≥ 0

c+ d ≤ 1

2. 请证明点积的如下性质：

• u · v = v · u.
• u · (v+w) = u · v+ u ·w.
• (cu) · v = c(u · v).

解答.

• 由定义：

u · v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

= v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun

= v · u

• 由定义：

u · (v+w) = u1(v1 + w1) + u2(v2 + w2) + · · ·+ un(vn + wn)

= (u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn) + (u1w1 + u2w2 + · · ·+ unwn)

= u · v+ u ·w

• 由定义：

(cu) · v = (cu1)v1 + (cu2)v2 + · · ·+ (cun)vn

= c(u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn)

= cu · v

3. 是否存在 3 个二维向量 u, v,w 使得 u · v < 0, v ·w < 0, w · u < 0？如果存在，请给出一个例子；
如果不存在，请证明之。

解答. 存在，只要令其夹角都大于 90◦ 即可。例如，令 u = (1, 0), v = (−1, 3), w = (−1,−1)。
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Remark 0.2

事实上，4 个是不可以的。一般来说，对于 Rn 的空间，我们可以找到 n+ 1 个向量，使得
它们的点积都是负数，而 n+ 2 个则不行。

4. 考虑一个如下的例子：  1 0 −1

0 1 −1

−1 −1 2


x1x2
x3

 =

00
0


• 给出一组非零的满足上述方程的解 x1, x2, x3。
• 令该矩阵的列向量为 s1, s2, s3，根据你的解来解释一下上述式子。
• 令该矩阵的行组成向量为 r1, r2, r3，其构成一个平面，请解释为什么你给出的解 (x1, x2, x3)

和这个平面垂直。

解答.

• x1 = x2 = x3 = 1.
• 其对应的线性组合为 0，即：x1s1 + x2s2 + x3s3 = 0。
• 由乘法定义，对其每一行 ri 都有 ri · (x1, x2, x3) = 0，从而 (x1, x2, x3) 与 r1, r2, r3 均垂直，
即和整个平面垂直。

5.“乘上一个矩阵 A”是线性变换。这句话的意思是指：

如果 w 是 u 和 v 的线性变换，那么 Aw 是 Au 和 Av 的线性变换。

令 u = (1, 0), v = (0, 1),w = (5, 7)。请给出 Aw 与 Au 和 Av 的关系。

解答. 注意到 w = 5u+ 7v，所以 Aw = 5Au+ 7Av。

Remark 0.3

线性变换的意义其实在于对于加法和数乘的保持，即 A(u+ v) = Au+Av 和 A(cu) = cAu。

6. 考虑如下的一个矩阵： a 2 3

a a 4

a a a


试找出会使得无法得到 3 个首元的 a 的值。

解答. 一共有 3 种情况：

• a = 0，此时存在一列为 0.
• a = 2，此时第一列和第二列相等。
• a = 4，此时第一行和第二行相等。
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