
线性代数

Worked Examples for Lecture 12

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2024 年 6 月 11 日

1. 给定下列矩阵 A:

A =

[
2 −1

−1 2

]
分别计算 A,A2, A−1, A+ 4I 的特征值以及对应的特征向量。

分析

• 计算特征值和特征向量最基本的方法是求解特征方程 |A−λI| = 0，然后求解特征向量方
程 (A− λI)x = 0。

• 我们也注意到当 Ax = λx 时有：

A2x = A(Ax) = A(λx) = λ(Ax) = λ2x, A−1x = λ−1x, (A+ 4I)x = λx+ 4x = (λ+ 4)x

• 最后的另一个解释是：

det(A− λI) = (λ− λ1) · · · (λ− λn)

=⇒ det(A+ kI − λI) = det(A− (λ− k)I) = (λ− k − λ1) · · · (λ− k − λn)

解答. • 解方程 det(A− λI) = 0 得：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣2− λ −1

−1 2− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 3) = 0

其中 λ1 = 1, λ2 = 3

◦ 当 λ = 1 时，解方程 (A− I)x = 0 得：[
1 −1

−1 1

][
x1
x2

]
=

[
0

0

]

得到 x1 = x2，因此特征向量为

[
1

1

]
◦ 当 λ = 3 时，解方程 (A− 3I)x = 0 得：[

−1 −1

−1 −1

][
x1
x2

]
=

[
0

0

]

得到 x1 = −x2，因此特征向量为

[
1

−1

]
• 由前面的讨论可知：
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(1) A2 对应的特征值为 λ2
1 = 1, λ2

2 = 9，对应的特征向量分别为

[
1

1

]
,

[
1

−1

]

(2) A−1 对应的特征值为 λ−1
1 = 1, λ−1

2 = 1
3，对应的特征向量分别为

[
1

1

]
,

[
1

−1

]

(3) A+ 4I 对应的特征值为 λ1 + 4 = 5, λ2 + 4 = 7，对应的特征向量分别为

[
1

1

]
,

[
1

−1

]

2. 计算下列对称矩阵 S 的特征值以及对应的特征向量，并验证其不同特征值对应的特征向量是否
正交。

S =

 1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1


分析

• 这里其实就是向大家展示，对称矩阵不同特征值的特征向量是正交的。

• 我们还需要注意的是，在求特征向量时一个特征值可能对应若干个线性无关的特征向量，
这取决于 N(A− λI) 的维数，当然我们也可以利用 Gram-Schmidts 正交化将其转换成两
两正交的特征向量。

• 后面的课我们会看到，任何的 n 阶实对称矩阵，我们都可以求得 n 个两两正交的特征向
量。

解答. 计算其特征多项式的零点：

det(S − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 0

−1 2− λ −1

0 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = λ(λ− 1)(λ− 3) = 0

其中 λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 3

• 当 λ = 0 时，解方程 Sx = 0 得： 1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1


x1x2
x3

 =

00
0



得到 x1 = x3, x2 = 0，因此特征向量为

11
1


• 当 λ = 1 时，解方程 (S − I)x = 0 得： 0 −1 0

−1 1 −1

0 −1 0


x1x2
x3

 =

00
0



得到 x1 = x3, x2 = 0，因此特征向量为

 1

0

−1
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• 当 λ = 3 时，解方程 (S − 3I)x = 0 得：−2 −1 0

−1 −1 −1

0 −1 −2


x1x2
x3

 =

00
0



得到 x1 = −x3, x2 = 0，因此特征向量为

 1

−2

1



不难验证，

11
1

 ,

 1

0

−1

 ,

 1

−2

1

 两两之间的内积均为 0，从而其是两两正交的。

3. 给定下列矩阵 A，求其对角化的形式，并 An 的值。

A =

 0 −1 1

−1 0 1

1 1 0



分析

• 核心是要理解 AX = XΛ，这相当于把很多个 Ax = λx 合并起来写，即 X 的每一个列
向量都是 A 的特征向量。

• 当能找到 n 个线性无关的特征向量的时候，X 就可以是一个可逆矩阵，从而我们就有
A = XΛX−1，即一个 n 阶矩阵可以对角化的充要条件是存在 n 个线性无关的特征向量。

• 我们会在下一个 sample 里继续看到对称矩阵的对角化有更好的形式，即 A = QΛQT。

解答. 计算其特征值：

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ −1 1

−1 −λ 1

1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ+ 2) = 0

从而其特征值为:λ1 = λ2 = 1, λ3 = −2

• 当 λ = 1 时，解方程：(A− I)x = 0 得：−1 −1 1

−1 −1 1

1 1 −1


x1x2
x3

 =

00
0


得到其解空间得一组基为： 10

1

 ,

01
1
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• 当 λ = −2 时，解方程：(A+ 2I)x = 0 得： 2 −1 1

−1 2 1

1 1 2


x1x2
x3

 =

00
0


得到其解空间得一组基为： −1

−1

1


从而我们可以构造：

X =

1 0 −1

0 1 −1

1 1 1

 , Λ =

1 0 0

0 1 0

0 0 −2


满足：AX = XΛ，并且由：

X−1 =
1

3

 2 −1 1

−1 2 1

−1 −1 1


我们有：

A = XΛX−1 =

1 0 −1

0 1 −1

1 1 1


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 1

3

 2 −1 1

−1 2 1

−1 −1 1


从而：

An =
1

3
=

1 0 −1

0 1 −1

1 1 1


1 0 0

0 1 0

0 0 (−2)n


 2 −1 1

−1 2 1

−1 −1 1

 =

 2 + (−2)n −1 + (−2)n 1− (−2)n

−1 + (−2)n 2 + (−2)n 1− (−2)n

1− (−2)n 1− (−2)n 2 + (−2)n
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