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主要内容

SVD基础

用线来拟合数据

用 k维子空间拟合数据

再看 Ax = b的近似解
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SVD基础



对图片的存储
假设一张图片被如下的矩阵表示：

A =



a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c

a a b b c c


直接存储需要 6× 6 = 36个数。注意到该矩阵的秩 rank(A) = 1，从而：

A =



1

1

1

1

1

1


[
a a b b c c

]

从而我们只需要存储 12个数。
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实对称矩阵的谱分解 (I)

注意到实对称矩阵可以对角化，即：

定理 1.
令 S是一个实对称矩阵，λ1, · · · , λn ∈ R是其特征值 (可能重复)。从而存在 n个正交的
向量 v1, · · · , vn ∈ Rn，使得：

S =
[
v1 · · · vn

]
λ1

. . .

λn



vT1
...
vTn

 = λ1v1v
T
1 + · · ·+ λnvnv

T
n

从而：

引理 2.
令 S是一个 n×n的实对称矩阵，S恰好有 rank(S)个非零的特征值 (计算代数重数)。从
而 S可以被 (n+ 1)rank(S)个数字表示。
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实对称矩阵的谱分解 (II)

引理的证明. 注意到 S是实对称的，从而存在正交矩阵 Q使得：

QTSQ =


λ1

. . .

λn


因此有：

rank(S) = rank(Λ) = |{i ∈ [n] | λi ̸= 0}|

令 s = rank(S)，即存在 s个正交的向量 v1, · · · , vs ∈ Rn 使得：

S = λ1v1v
T
1 + · · ·+ λsvsv

T
s

即存储 S需要 s个特征值和 s个特征向量，共 (n+ 1)rank(S)个数字。
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奇异值分解 (Singular Value Decomposition)(I)
实对称矩阵可以完成谱分解，那么对于任意的矩阵 A ∈ Rm×n，是否存在类似的分解呢？

答案就是奇异值分解 (Singular Value Decomposition, SVD).

定理 3.
令 A是一个m× n的矩阵，rank(A) = r，定义下列m× n的矩阵 Σ:

Σ =

[
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
, 其中D =


σ1

. . .

σr


这里, σ1 ⩾ · · · ⩾ σr 是 A的奇异值。则存在 m×m的正交矩阵 U和 n× n的正交矩阵
V =，使得：

A = UΣVT

特别的，存在 u1, · · · , ur ∈ Rm 和 v1, · · · , vr ∈ Rn 使得：

A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
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ATA和 AAT

给定一个任意的矩阵 A，我们有：

(AAT)T = AAT, (ATA)T = ATA

即其都是对称矩阵，同时我们有：

引理 4.

rank(AAT) = rank(ATA) = rank(A)

证明. 我们只需证明：
rank(ATA) = rank(A)

因为：
rank(AAT) = rank((AT)TAT) = rank(AT) = rank(A) = rank(ATA)

def
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rank(ATA) = rank(A)的证明

由 Rank-Nullity定理，我们有：

rank(ATA) + dim(N(ATA)) = n = rank(A) + dim(N(A))

从而我们只需证明：
dim(N(ATA)) = dim(N(A))

• 任取 x ∈ N(A)，即 Ax = 0，从而有：

ATAx = AT0 = 0

即N(A) ⊆ N(ATA)。
• 任取 x ∈ N(ATA)，即 ATAx = 0，从而有：

xTATAx = 0 =⇒ ∥Ax∥ = 0 =⇒ Ax = 0

即N(ATA) ⊆ N(A)。
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ATA和 AAT 的特征值 (I)

现在我们来关注一下 ATA和 AAT 的特征值的性质。

引理 5.
1. ATA和 AAT 的特征值都是非负的。

2. ATA和 AAT 是半正定矩阵。

证明.这里只证明 ATA的特征值是非负的。令 λ是 ATA的一个特征值，v是对应的特征向
量，即：

ATAv = λv

从而有：
λ∥v∥2 = λvTv = vT(λv) = vTATAv = (Av)T(Av) = ∥Av∥2 ⩾ 0

即：
λ ⩾ 0
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ATA和 AAT 的特征值 (II)

引理 6.
令 rank(A) = r，则 ATA和 AAT 有相同的 r个非零特征值 (计算重数)。

证明. 由前面的引理可知：

rank(ATA) = rank(A) = rank(AAT) = r

令 ATA有如下 n个特征值：
λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0

其对应的一组标准正交的特征向量为 v1, · · · , vn。从而：

1. λ1, · · · , λr > 0。
2. λr+1 = · · · = λn = 0。
3. 对任意的 i ∈ [n]有 ATAvi = λivi 且 ∥vi∥ = 1.
4. 对任意的 1 ⩽ i < j ⩽ n有 vi · vj = vTivj = 0。
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ATA和 AAT 的特征值 (III)

考察如下的一组向量 v̄：
v̄ :=

1√
λ1

Av1, · · · ,
1√
λr

vr

我们接下来证明：

1. v̄是标准正交的。

2. v̄是 AAT 的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量。

3. AAT 和 ATA的特征值的代数重数相同。

从而最终得到：
ATA和 AAT 由相同的 r个非零特征值 (计算重数)。
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v̄是标准正交的

我们先证明：
1√
λ1

Av1, · · · ,
1√
λr

vr

是标准正交的。

• 对于 i ∈ [r]. 有：

∥ 1√
λi

Avi∥2 =

(
1√
λi

Avi

)T
1√
λi

Avi =
1

λi
vTiA

TAvi =
1

λi
vTiλivi = ∥vi∥2 = 1

• 对于 1 ⩽ i < j ⩽ r. 有：(
1√
λi

Avi

)
·

(
1√
λj

Avj

)
=

(
1√
λi

Avi

)T
1√
λj

Avj

=
1√
λiλj

vTiA
TAvj =

1√
λiλj

vTiλjvj =

√
λj

λi
vi · vj = 0
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v̄是 AAT 的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量

我们再证明，对任意的 i ∈ [r]有：

AAT
(

1√
λi

Avi

)
= λi

(
1√
λi

Avi

)
事实上，

AAT
(

1√
λi

Avi

)
=

1√
λi

A(ATAvi)

=
1√
λi

A(λivi)

= λi

(
1√
λi

Avi

)
从而对 ATA任意的非零特征值 λi，λi 也是 AAT 的特征值， 1√

λi
Avi 是对应的特征向量。
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AAT 和 ATA的特征值的代数重数 (I)

现在令 λi1 , · · · , λit 是 ATA的两两不同的非零特征值，其中：

1 = i1 < i2 < · · · < it ⩽ r

注意到其也是 AAT 的特征值，定义：

1. ai 是 ATA的特征值 λi 的代数重数, a ′
i 是 AAT 的特征值 λi 的代数重数。

2. gi 是 ATA的特征值 λi 的几何重数, g ′
i 是 AAT 的特征值 λi 的几何重数。

并且我们有： ∑
i∈[t]

ai = r,
∑
i∈[t]

a ′
i ⩽ r
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AAT 和 ATA的特征值的代数重数 (II)

注意到 v1, · · · , vr 是一组标准正交的向量，也是 ATA的特征值 λ1, · · · , λr 的特征向量。从
而我们对任意的 i ∈ [t]有：

gi ⩽ g ′
i

从而由代数重数和几何重数的关系我们有：

ai = gi ⩽ g ′
i ⩽ a ′

i =⇒
∑
i∈[t]

a ′
i ⩾

∑
i∈[t]

ai = r

从而
∑

i∈[t] a
′
i = r，即对所有的 i ∈ [t]:

ai = a ′
i

从而 ATA和 AAT 有相同的 r个非零特征值 (计算重数)。
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奇异值 (Singular Value)(I)

现在我们来直观的理解一下一般矩阵的分解。令 A是一个m×n的矩阵，则 ATA是一个对
称阵，从而存在一个 n× n的正交矩阵 Q使得：

ATA = QΛQT

这里 Λ =

[
D O

O O

]
，其中 D = diag{λ1, · · · , λr}是一个对角阵，r = rank(A)。另一方面，在

定理3中我们有：
A = UΣVT

从而：
ATA = VΣTUTUΣVT = VΣTΣVT

我们可以看到：

Λ = ΣTΣ =

[
D O(m−r)×r

Or×(n−r) O(n−r)×(m−r)

][
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
=


σ2
1

. . .

σ2
r


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奇异值 (Singular Value)(II)

从而我们有，对任意的 i ∈ [r]有：
λi = σ2

i

我们称其为奇异值 (Singular Value)。

定义 7.
令 A是一个m×n的矩阵，λ1, · · · , λr是对称矩阵 ATA的非零特征值，从而其都是非负
的。对任意的 i ∈ [r]，定义：

σi =
√
λi

我们将 σ1, · · · ,σr 称为矩阵 A的奇异值 (Singular Value)。
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奇异值分解

我们现在开始证明定理3。再次回顾一下定理的内容：

定理 3.
令 A是一个m× n的矩阵，rank(A) = r，定义下列m× n的矩阵 Σ:

Σ =

[
D Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

]
, 其中D =


σ1

. . .

σr


这里, σ1, · · · ,σr是 A的奇异值。则存在m×m的正交矩阵 U和 n×n的正交矩阵 V =，
使得：

A = UΣVT

特别的，存在 u1, · · · , ur ∈ Rm 和 v1, · · · , vr ∈ Rn 使得：

A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
r
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定理3的证明 (I)

令
λ1, · · · , λr, λr+1, · · · , λn

是 ATA的特征值，并且我们有：

λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λr > 0 = λr+1 = · · · = λn

并且令 v1, · · · , vn 是其相应的标准正交的特征向量，从而矩阵：

V =
[
v1 · · · vn

]
是一个 n× n的正交矩阵。
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定理3的证明 (II)

现在对于任意的 i ∈ [r]，定义：

ui =
1√
λi

Avi ∈ Rm

则由之前的引理：
u1, · · · , ur

是 AAT 的标准正交的特征向量。利用 Gram−Schmidts正交化将其扩展成一组标准正交
基：

u1, · · · , ur, ur+1, · · · , um

从而矩阵 U =
[
u1 · · · um

]
是m×m的正交矩阵。
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定理3的证明 (III)
现在对于任意的 i ∈ [n]，考虑 Avi：

• 若 i ⩽ r。则由定义：
Avi =

√
λiui

• 若 i ⩾ r，注意到 (ATA)vi = λivi = 0，从而：

0 = vTi (A
TA)vi = (Avi)

T(Avi) = ∥Avi∥2 =⇒ Avi = 0

从而：

AV =
[
Av1 · · · Avn

]
=
[√

λ1u1 · · ·
√
λrur 0 · · · 0

]

=
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


√
λ1

. . .
√
λr

0

. . .

0


= UΣ

注意到 V 是正交矩阵，从而 A = UΣVT。 22



奇异值-特征值和特征向量的推广

让我们再来关注一下奇异值究竟想表示的内容，注意到：

A = UΣVT, 即：AV = UΣ

则对于 i ∈ [n]有：
Avi = σiui =

√
λiui

• ui 是 Rm 的一组标准正交基。

• vi 是 Rn 的一组标准正交基。

• AV = UΣ与再方阵中 AX = XΛ类似，表达的是不改变方向的变换，只是对一般矩阵
而言，其对应的是 Rn 到 Rm 的线性变换，而不是 Rn 到 Rn。
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奇异值和矩阵
由定理3我们知道，对于任意的矩阵 A，我们有：

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr

vTr+1

...
vTn


= σ1u1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r

推论 9.
正交向量组 作为正交基的对应的向量空间
u1, · · · , ur C(A)

ur+1, · · · , um N(AT)

v1, · · · , vr C(AT)

vr+1, · · · , vn N(A)
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推论61的证明

由对称性我们只需要证明 C(A)和 N(A)的性质。

• 注意到 dim(C(A)) = rank(A)，我们只要证明：

C(A) ⊆ span{u1, · · · , ur}

而由 A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
r 可知，A的每一列都是 u1, · · · , ur 的线性组合。

• 注意到 dim(N(A)) = n− rank(A) = n− r，我们只要证明对任意的 r+ 1 ⩽ i ⩽ n有：

Avi = 0

而此时有：
Avi = (σ1u1v

T
1 + σ2u2v

T
2 + · · ·+ σrurv

T
r)vi

= σ1u1v
T
1vi + σ2u2v

T
2vi + · · ·+ σrurv

T
rvi

= σ1u1(v1 · vi) + σ2u2(v2 · vi) + · · ·+ σrur(vr · vi)

= 0
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阶段总结

• 矩阵的低秩分解-更少的存储方式。

• 矩阵的奇异值分解 (SVD)、奇异值的概念。

• 奇异值分解的证明。
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用线来拟合数据



用线来拟合数据 (I)

假设我们现在在 R2 中有m个数据：

(x1,y1), · · · , (xm,ym)

我们希望找到一条直线：y = cx(c ∈ R)使得每个数据点到直线的距禙尽可能的小。

(x1, y1)
(x2, y2)

(x3, y3)

d1 d2 d3

w = ( 1√
1+c2

, c√
1+c2

)

这等价于找到一个单位向量 w =

[
1√

1+c2

c√
1+c2

]
使得：

d2
1 + · · ·d2

m 最小 28



用线来拟合数据 (II)
对于每个数据点 ai(xi,yi) ∈ R2，我们希望寻找到一个单位向量 w ∈ R2：

ai = (xi, yi)

w

di

pi

θi

最小化:
m∑
i=1

d2
i =

m∑
i=1

(∥ai∥2 − p2i ) =

m∑
i=1

∥ai∥2 −
m∑
i=1

p2i

即最大化：
m∑
i=1

p2i =

m∑
i=1

(∥ai∥ cos θi)2 =

m∑
i=1

(
∥ai∥

w · ai
∥w∥∥ai∥

)2

=

m∑
i=1

(w · ai)2
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n维的数据

假设现在数据有 n个特征，即：
a1, · · · , am ∈ Rn

我们依旧是希望找到一个单位向量 w ∈ Rn 最小化：
m∑
i=1

w和 ai 的距离

即最大化：
m∑
i=1

(w · ai)2
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矩阵的表示

定义m× n的矩阵：

A =


aT1
...

aTm


则我们目标是找到一个单位向量 w ∈ Rn 使得：

m∑
i=1

(w · ai)2 =

m∑
i=1

(
aTiw

)2
= ∥Aw∥2 最大

由矩阵的奇异值分解可知，事实上这就是矩阵 A最大的奇异值的平方。
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最大的奇异值

定理 10.
令 A是m× n的矩阵，σ1 是其最大的奇异值，则：

max
w∈Rn, ∥w∥=1

∥Aw∥2 = σ2
1

特比的，该值取到最大的时候恰好是 A的 SVD分解中 V 对应 σ1 的向量，即：

A = UΣVT = UΣ


vT1

vT2
...
vTn


在证明这个定理之前，我们先讨论回顾一下基于标准正交基表示的向量的长度。
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标准正交基和坐标

考虑 Rn 上的一组标准正交基 v1, · · · , vn。则任何一个 w ∈ Rn 都可以被其线性表示：

w = c1v1 + · · ·+ cnvn

即 w关于基 v1, · · · , vn 的坐标为 (c1, · · · , cn) ∈ Rn。注意到对所有的 i ∈ [n]：

vi · w = vi · (c1v1 + · · ·+ cnvn) = ci(vi · vi) = ci

从而我们有：

w = (v1 · w)v1 + · · ·+ (vn · w)vn = v1v
T
1w + · · ·+ vnv

T
nw

=
[
v1 · · · vn

]
vT1w
...

vTnw

 =
[
v1 · · · vn

]
vT1
...
vTn

w = QQTw

这其实就是：
Qx = b的最小二乘解就是 x̂ = QTb
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回顾：使用正交矩阵投影

令 q1, . . . , qn ∈ Rn 是标准正交的，并且：

Q =
[
q1 · · · qn

]
显然 Q是一个正交矩阵。从而 Qx = b的最小二乘解为：x̂ = QTb，对应的投影矩阵为
QQT = I，从而：

b = QQTb =
[
q1 · · · qn

]
qT1 b
...

qTnb

 = q1q
T
1 b+ · · ·+ qnq

T
nb

也就是：

p是 b分别到每条线 span({qi})上的投影的和。
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坐标变换的角度 (I)

考虑向量空间 V = Rn 和其两组基：

e = e1, · · · , en 和 v = v1, · · · , vn

从而 e到 v的基变换矩阵M满足：[
v1 · · · vn

]
=
[
e1 · · · en

]
M

并且可以得出：
M =

[
v1 · · · vn

]
即：对于任意的 w = (w1, · · · ,wn) ∈ V，其在基 e下的坐标就是其自己 w。
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坐标变换的角度 (II)

回顾坐标变换公式：

定理 11.
令 vn和 v ′ 是 V的两组基，则对于任意的 u ∈ V，我们有：

Tv(u) = MTv ′(u)

从而 w在基 v下的坐标为：
M−1w

如果基 v是标准正交的，即：

M =
[
v1 · · · vn

]
是正交矩阵

则我们有：
M−1w = MTw, 即：w = MMTw = v1v

T
1w + · · ·+ vnv

T
nw
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关于 w的长度

注意到：

定理 12.
令 Q是 n× n的正交矩阵，并且 x, y ∈ Rn，则：

1. ∥Qx∥ = ∥x∥，特别的 ∥QTx∥ = ∥x∥。

2. Qx ·Qy = x · y，从而 QTx ·QTy = x · y。

从而考虑任意的 w ∈ Rn，我们有：

1. 其在标准正交基 v1, · · · , vn 下的坐标为 QTw，这里 Q =
[
v1 · · · vn

]
，即：

(vT1w, · · · , vTnw)

2. 对应坐标的长度和 w的长度是相同的，即：

∥w∥ = ∥QTw∥ =

√
(vT1w)

2 + · · ·+ (vTnw)
2
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定理10的证明 (I)

现在我们来证明定理10。回顾 A的 SVD分解，令 ATA的正特征值为 λ1 > · · · > λr。对任
意的 i ∈ [r]，我们定义 σi =

√
λi。则 σ1, · · · ,σr 是 A的奇异值。并且存在标准正交基

u1, · · · , um ∈ Rm 和 v1, · · · , vn ∈ Rn:

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr

vTr+1

...
vTn


= σ1u1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r
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定理10的证明 (II)

考虑 Rn 的一个单位向量 w，存在 c1, · · · , cn 使得 w = c1v1 + · · ·+ cnvn，并且由前面的讨
论：

c21 + · · ·+ c2n = ∥w∥2 = 1

从而：
Aw = (σ1u1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r)(c1v1 + · · ·+ cnvn)

=
∑

i∈[r],j∈[n]

σicjuiv
T
jvj =

∑
i∈[r]

σiciui

从而 Aw在标准正交基 u1, · · · , ur, ur+1, · · · , um 下的坐标为 (σ1c1, · · · ,σrcr, 0, · · · , 0)，因
此我们有：

∥Aw∥ = σ2
1c

2
1 + · · ·+ σ2

rc
2
r ⩽ σ2

1

∑
i∈[r]

c2i ⩽ σ2
1

∑
i∈[n]

c2i = σ2
1

当 w = v1 时取到上述不等式等号。
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用 k维子空间拟合数据



用 k维子空间去拟合数据

固定一个 k ⩾ 1。
a1, · · · , am ∈ Rn

我们希望找到一个 k维的子空间W ⊆ Rn 最小化：∑
i∈[m]

(ai 到W的距离)2

我们可以选取W中的一组标准正交基 w1, · · · , wk ∈ W，从而 ai 到W的距离是：

ai 和 ai 到W的投影 pi 的距离。
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回顾：投影的做法

1. 我们的目标是计算 b到下列空间：

V = span({a1, . . . , an})

的投影 p，其中 a1, . . . , an 是线性无关的，p ∈ V .

2. 我们令 p ∈ V 是满足其误差 e = b− p与 V 垂直的向量。我们证明了，对于任意的
v ∈ V :

∥b− v∥ = min
u∈V

∥b− u∥ ⇐⇒ v = p

3. 我们得到了相应的投影矩阵 P = A(ATA)−1AT，即：

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb

并且我们证明了当 rank(A) = n时 (ATA)−1 是存在的，这也说明了 p的唯一性。
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ai 到W上的投影 (I)

我们利用如下的标准正交的向量来表示W：

w1, · · · , wk ∈ Rn

特别的，令
Q =

[
w1 · · · wk

]
则：

QTQ =


wT

1

...
wT

k

[w1 · · · wk

]
=


wT

1w1 · · · wT
1wk

...
. . .

...
wT

kw1 · · · wT
kwk

 = Ik×k

QQT =
[
w1 · · · wk

]
wT

1

...
wT

k

 = w1w
T
1 + · · ·+ wkw

T
k
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ai 到W上的投影 (II)

则 ai 到W(= span({w1, · · · , wk})) = C(Q)的投影为：

pi = Q(QTQ)QTai

= QQTai

= w1w
T
1ai + · · ·+ wkw

T
kai

= (w1 · ai)w1 + · · ·+ (wk · ai)wk

=
∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

即：
ai 到W的投影 = ai 到直线 span({w1}), · · · , span({wk})的投影之和
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最小化距离之和

另一方面，注意到 ai 到W的距离可以表示为：

d2
i = ∥ai − pi∥2 = ∥ai∥2 − ∥pi∥2 = ∥ai∥2 −

∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

从而最小化 d2
1 + · · ·+ d2

m 等价于最大化：

∑
i∈[m]

∥pi∥2 =
∑
i∈[m]

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈[k]

(wj · ai)wj

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈[m]

∑
i∈[k]

(wj · ai)2

注意到之前用线去拟合的情况就是该例中 k = 1, w1 = w的特殊情况。
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矩阵的表述

我们依旧用一个矩阵来表示这m个数据：

A =


aT1
...

aTm

 ∈ Rm×n

从而我们的目标是寻找到一组标准正交的向量 w1, · · · , wk ∈ Rn 最大化:∑
i∈[m]

∑
j∈[k]

(wj · ai)2 =
∑
j∈[k]

∑
i∈[k]

(wj · ai)2 =
∑
j∈[k]

∥Awj∥2
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利用 SVD最大化
注意到：

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · um

]


σ1

. . .

σr

0
. . .

0





vT1
...
vTr

vTr+1

...
vTn


= σ1u1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r

定理 13.
假设 k ⩽ r，则对任意的标准正交的 w1, · · · , wk ∈ Rn 有：∑

j∈[k]

∥Awj∥2 ⩽
∑
j∈[k]

σ2
j

当 w1 = v1, · · · , wk = vk 时等号成立。 47



定理13的证明思路

由定理10，我们知道存在 w1 ∈ Rn，使得对于任意的 w ∈ Rn：

∥Aw∥2 ⩽ ∥Aw1∥2 = σ2
1

从而 w2 的选取应当满足 w2 ⊥ w1，之后的情况可以类似归纳。为此我们先证明两个引理。

引理 14.
令 k ∈ [r]，并且 w ∈ Rn 是一个单位向量，并且满足对任意的 i ∈ [k − 1]有 w ⊥ vi，则
我们有：

∥Aw∥2 ⩽ ∥Avk∥2 = σ2
k

引理 15.
令 2 ⩽ k ⩽ n，W ⊆ Rn 是一个 k维的子空间，则存在一个单位向量 w ∈ Rn，使得：对
任意的 i ∈ [k− 1]有 w ⊥ vi
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引理14的证明

引理 14.
令 k ∈ [r]，并且 w ∈ Rn 是一个单位向量，并且满足对任意的 i ∈ [k − 1]有 w ⊥ vi，则
我们有：

∥Aw∥2 ⩽ ∥Avk∥2 = σ2
k

证明.令 w = c1v1 + · · ·+ cnvn，则由题目假设我们有：

1. c1 = c2 = · · · = ck−1 = 0

2. c2k + · · ·+ c2n = 1

从而：

Aw = (σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
r)(c1v1 + · · ·+ cnvn) = σkckuk + · · ·+ σrcrur

因此：

∥Aw∥2 = ∥(0, · · · ,σkck, · · · ,σrcr, 0, · · · , 0)∥ =
∑

k⩽j⩽r

σ2
jc

2
j ⩽ σ2

k

∑
k⩽j⩽r

c2j ⩽ σ2
k

∑
j∈[n]

c2j = σ2
k
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引理15的证明
引理 16.
令 2 ⩽ k ⩽ n，W ⊆ Rn 是一个 k维的子空间，则存在一个单位向量 w ∈ Rn，使得：对
任意的 i ∈ [k− 1]有 w ⊥ vi

证明.对任意的 i ∈ [k− 1]，定义 v ′
i 是 vi 到W的投影，显然我们有 (vi − v ′

i) ⊥ W。注意到：

W0 = span({v ′
1, · · · , v ′

k−1}) ⊆ W(由于 dim(W0) ⩽ k− 1)

令 dim(W0) = l，则我们可以构造出一组W的标准正交基：

w1, · · · , wl, · · · , wk−1, wk

使得 w1, · · · , wl 是W中的一组标准正交基，定义 w = wk，则：

1. ∥w∥ = ∥wk∥ = 1。
2. w ⊥ W0，从而对任意的 i ∈ [k− 1]有：

w · v = wTvi = wTv ′
i + wT(vi − v ′

i) = 0+ 0 = 0
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定理13的证明 (I)

定理 13.
假设 k ⩽ r，则对任意的标准正交的 w1, · · · , wk ∈ Rn 有：∑

j∈[k]

∥Awj∥2 ⩽
∑
j∈[k]

σ2
j

当 w1 = v1, · · · , wk = vk 时等号成立。

证明. 定义：
Vk = span({v1, · · · , vk})

从而： ∑
i∈[m]

(ai 到 Vk 的投影)2 =
∑
j∈[k]

∥Avj∥2

=
∑
j∈[k]

∥∥∥(σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
r)vj

∥∥∥2
=

∑
j∈[k]

∥σjuj∥2 =
∑
j∈[k]

σ2
j
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定理13的证明 (II)

下面我们对 k作归纳，证明对任意的 k维子空间W,我们有：∑
i∈[m]

(ai 到W的投影)2 ⩽
∑
i∈[m]

(ai 到 Vk 的投影)2 =
∑
j∈[k]

σ2
j

即 Vk 是最佳的 k维子空间。

k = 1的时候就是定理 10，即对任意的 w ∈ Rn 且 ∥w∥ = 1，我们有：

∥Aw2∥2 ⩽ ∥Av1∥2 = σ2
1
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定理13的证明 (III)

当 k ⩾ 2的时候，令W ⊆ Rn，且 dim(W) = k。由引理15存在一个单位向量 w ∈ W，使得
对任意的 i ∈ [k− 1]有 w ⊥ vi。利用 Gram−Schmidts正交化，我们可以获得W的一组标
准正交基：

w1, · · · , wk−1, wk = w

从而由归纳假设我们有： ∑
j∈[k−1]

∥Awj∥2 ⩽
∑

j∈[k−1]

σ2
j

利用引理14我们有：∥Aw∥2 ⩽ σ2
k，从而：∑

j∈[k]

∥Awj∥2 = ∥Aw∥2 +
∑

j∈[k−1]

∥Awj∥2 ⩽ σ2
k +

∑
j∈[k−1]

σ2
j =

∑
j∈[k]

σ2
j
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再看 Ax = b的近似解



Ax = b的近似解

令 A是m× n的矩阵，b ∈ Rn，考虑方程组：

Ax = b

可能有无数解，也可能没有任何解。

• Ax = b当且仅当：
rank(A) = rank(

[
A b

]
)

• 其最小二乘解 x̂满足：
∥b−Ax̂∥ = min

x∈Rn
∥b−Ax∥
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最小二乘解-rank(A) = n

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R满足：

AT (Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b与 C(A)正交。

2. 我们可以得到 x̂的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂是唯一的。

3. 我们称 x̂就是最小二乘解（least square solution），因为其误差的长度 ∥e∥

e = b−Ax̂

是所有 b−Ax中最小的。

56



最小二乘解-rank(A) < n

1. 选择 C(A)的一组基 {ai1 , · · · , air }，其中 r = rank(A)。

2. 定义m× r的矩阵：
A ′ =

[
ai1 · · · air

]
显然我们有：C(A) = C(A ′)

3. rank(A ′)是列满秩的，所以我们可以利用前面的方法来找到 A ′x ′ = b的最优近似解，
即：

x̂ ′ = (A ′TA ′)−1A ′Tb ∈ Rn

显然其误差 e = b−A ′x̂ ′ 是所有 b−Ax中长度最小的，即：

∥e∥ = min
x∈Rn

∥b−Ax∥ = min{∥b− v∥ | v ∈ C(A ′)} == min{∥b− v∥ | v ∈ C(A)}

4. 我们需要的 x̂ ∈ Rn 只要满足：
Ax̂ = A ′x̂ ′

注意此时 x̂并不是唯一的。
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最小二乘解-利用 SVD(I)
现在我们利用 SVD来获取最小二乘解。令m× n的矩阵 A的 SVD分解为：

A = UΣVT = U



σ1

. . .

σr

0

. . .

0


VT

定义 19 [A的广义逆 (Pseudoinverse)].
定义 A的广义逆 A+ 为：

A+ = VΣ+UT = V



σ−1
1

. . .

σ−1
r

0

. . .

0


UT

这里 Σ+ 是一个 n×m的矩阵。 58



最小二乘解-利用 SVD(II)

定义：
x+ = A+b

我们说明 x+ 就是 Ax = b的最小二乘解。

定理 20.
x+ 是 Ax = b的最小二乘解，即：

∥b−Ax+∥ = min
x∈Rn

∥b−Ax∥

特别的，对于该方程的每个最小二乘解 x ̸= x+，即：

∥b−Ax+∥ = ∥b−Ax∥

我们有：
∥x+∥ < ∥x∥

59



定理20的证明 (I)

注意到：

A+ =
[
v1 · · · vn

]


σ−1
1

. . .

σ−1
r

0

. . .

0




uT
1

...
uT
m

 = σ−1
1 v1u

T
1 + · · ·+σ−1

r vru
T
r

从而：
x+ = A+b = σ−1

1 v1u
T
1b+ · · ·+ σ−1

r vru
T
rb

同时注意到：
A = σu1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r

因此：
Ax+ = (σu1v

T
1 + · · ·+ σrurv

T
r)(σ

−1
1 v1u

T
1b+ · · ·+ σ−1

r vru
T
rb)

= u1u
T
1b+ · · ·+ uru

T
rb

= (u1 · b)u1 + · · ·+ (ur · b)ur 60



定理20的证明 (II)

注意到 u1, · · · , ur 是标准正交的，从而：

Ax+ = b到 span({u1, · · · , ur})的投影

由推论61:

正交向量组 作为正交基的对应的向量空间
u1, · · · , ur C(A)

ur+1, · · · , um N(AT)

v1, · · · , vr C(AT)

vr+1, · · · , vn N(A)

Ax+ 是 b到 C(A)上的投影，即 x+ 是 Ax = b的最小二乘解。
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定理20的证明 (III)

现在考虑 Ax = b的另一个最小二乘解 x( ̸= x+)，即：

∥b−Ax∥ = ∥b−Ax+∥

我们有：
Ax = Ax+ =⇒ A(x− x+) = 0, 即 x− x+ ∈ N(A)

从而
x+ = σ−1

1 v1u
T
1b+ · · ·+ σ−1

r vru
T
rb ∈ span({v1, · · · , vr}) = C(AT)

x− x+ ∈ N(A) = span({vr+1, · · · , vn})

从而 x+ ⊥ (x− x+)，并且：

∥x∥2 = ∥x+∥2 + ∥x− x+∥2>∥x+∥2

最后一个严格大于号是由于 x− x+ ̸= 0.
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A+ 的唯一性

矩阵 A的奇异值分解并不是唯一的，即：

A = U1Σ1V
T
1 , A = U2Σ2V

T
2

则从定义上来讲，其可能存在两个广义逆：

A+
1 = V1Σ

+
1 U

+
1 , A+

2 = V2Σ
+
2 U

+
2

但我们可以证明，这两个是相等的，即 A的广义逆是唯一的。

定理 21.
A+

1 = A+
2
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唯一性的证明

由定理20，对于该方程的每个最小二乘解 x ̸= x+，即：

∥b−Ax+∥ = ∥b−Ax∥

我们有：
∥x+∥ < ∥x∥

从而对任意的 b ∈ Rm，我们有：
A+

1 b = A+
2 b

考察所有的 b = ei，则有：
A+

1 = A+
2
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阶段总结

我们介绍了 SVD的一些应用，以及其几何意义。

• 利用 k维子空间拟合数据-SVD的最大 k个奇异值是最好的结果。

• 矩阵的广义逆，最小的二乘解。
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