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复习：正交补

定义 1 [Orthogonal Complements].
令 V 是 Rn 的一个子空间，我们称 V 的正交补 (orthogonal complement)为：

V⊥ = {v ∈ Rn | v⊥u, 对于任意的 u ∈ V}

引理 2.
令 V 是 Rn 的一个子空间，则对于任一 x ∈ Rn，我们都存在唯一的 v ∈ V 和 v⊥ ∈ V⊥

使得：
x = v + v⊥

换句话说，
Rn = V + V⊥ = {u+ v | u ∈ V and v ∈ V⊥}
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复习：线性代数基本定理

定理 3 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part I].
令 A是一个m× n的矩阵并且 rank(A) = r，则：

1. dim(C(A)) = dim(C(AT )) = r。

2. dim(N(A)) = n− r, dim(N(AT )) = m− r。

定理 3 [Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part II].
令 A是一个m× n的矩阵，则：

1. N(A) = (C(AT ))⊥

2. N(AT ) = (C(A))⊥

3



复习：矩阵 A的四个空间

m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r

xr

xn

b

x = xr + xn

Axr = b

Ax = b

Axn = 0
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复习：投影到一条直线

假设一条线的方向是 a = (a1, · · · ,am)。考虑任一个向量 b = (b1, · · · ,bm)，我们希望在这
条直线上找到 p，使得 p到 b的距离最小。

b

误差 e

p

a
θ

p =
aTb

aTa
a, P =

aaT

aTa
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复习：投影到一个子空间

1. 我们的目标是计算 b到下列空间：

V = span({a1, . . . , an})

的投影 p，其中 a1, . . . , an 是线性无关的，p ∈ V .

2. 我们令 p ∈ V 是满足其误差 e = b− p与 V 垂直的向量。我们证明了，对于任意的
v ∈ V :

∥b− v∥ = min
u∈V

∥b− u∥ ⇐⇒ v = p

3. 我们得到了相应的投影矩阵 P = A(ATA)−1AT，即：

p = Ax̂ = A(ATA)−1ATb

并且我们证明了当 rank(A) = n时 (ATA)−1 是存在的，这也说明了 p的唯一性。
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主要内容

最小二乘法

标准正交基和 Gram-Schmidt正交化
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最小二乘法



Ax = b无解的情况 (I)

很多时候，Ax = b并不一定有解，但我们依旧想找到合适的 x̂去表示。

例 4.
我们想研究人群受全日制教育的年数与收入是否存在关系。通过调查，我们得到了 n个
人的数据 (t1,y1), · · · , (tn,yn)。这里 ti 表示第 i个人受全日制教育的年数，yi 表示第 i

个人 35岁的年收入。
假设其满足线性关系，即 y = f(t) = kt+ b，则我们需要求解下列方程：

kt1 + b = y1

· · ·

ktn + b = yn

, 即


t1 1
...

...
tn 1


[
k

b

]
=


y1

...
yn


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Ax = b无解的情况 (II)

我们也可以假设其满足二次关系，即 y = f(t) = at2 +bt+ c，则我们需要求解下列方程：
at21 + bt1 + c = y1

· · ·

at2n + btn + c = yn

, 即


t21 t1 1
...

...
...

t2n tn 1



a

b

c

 =


y1

...
yn



这类方程往往没有解 (方程数目远多于未知数)，但我们依旧希望能找到一个 x使得 Ax与 b

尽可能的接近。
min ∥b−Ax∥ 即 Ax是 C(A)上的投影。
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min ∥b−Ax∥的步骤 (I)

假设 A是一个m× n的矩阵。

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R满足：

AT (Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b与 C(A)正交。

2. 我们可以得到 x̂的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂是唯一的。

3. 我们称 x̂就是最小二乘解（least square solution），因为其误差的长度 ∥e∥

e = b−Ax̂

是所有 b−Ax中最小的。
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min ∥b−Ax∥的步骤 (II)

问题 5.
上述步骤存在什么问题？

我们假设了：
rank(A) = n

当 rank(A) < n的时候，ATA不一定是可逆的，也就是 ATA不存在。

例 6.

令 A =

[
1 1

1 1

]
，则 ATA =

[
2 2

2 2

]
，则 rank(A) = rank(ATA) = 1，ATA不可逆。
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rank(A) < n的情况 (I)

我们再来审视上面的步骤：

1. 我们知道如果 x̂ ∈ R满足：

AT (Ax̂− b) = 0 即 ATAx̂ = ATb

则 Ax̂− b与 C(A)正交。

2. 我们可以得到 x̂的表达式：
x̂ = (ATA)−1ATb

并且我们知道 x̂是唯一的。

3. x̂满足其误差 e = b−Ax̂的长度 ∥e∥是所有 b−Ax中最小的，即：

∥e∥ = min
x∈Rn

∥b−Ax∥ = min{∥b− v | v ∈ C(A)}
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rank(A) < n的情况 (II)

我们希望找到 v ∈ C(A)使得 ∥b− v∥最小。

1. 选择 C(A)的一组基 {ai1 , · · · , air }，其中 r = rank(A)。
2. 定义m× r的矩阵：

A ′ =
[
ai1 · · · air

]
显然我们有：C(A) = C(A ′)

3. rank(A ′)是列满秩的，所以我们可以利用前面的方法来找到 A ′x ′ = b的最优近似解，
即：

x̂ ′ = (A ′TA ′)−1A ′Tb ∈ Rn

显然其误差 e = b−A ′x̂ ′ 是所有 b−Ax中长度最小的，即：

∥e∥ = min
x∈Rn

∥b−Ax∥ = min{∥b− v∥ | v ∈ C(A ′)} == min{∥b− v∥ | v ∈ C(A)}

4. 我们需要的 x̂ ∈ Rn 只要满足：
Ax̂ = A ′x̂ ′
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关于 ATA的讨论 (I)

我们有：
x̂ = (ATA)−1ATb

如果 ATA = I，则上述公式可以简化为：

x̂ = ATb

定理 7.

令 A =
[
a1, · · · , an

]
是一个m×n的矩阵，则 ATA = I当且仅当下列的两个条件满足：

1. 对于任意的 i ̸= j有 ai⊥aj。

2. 对于任意的 i ∈ [n]，ai 是单位向量，即 ∥ai∥ = 1。
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关于 ATA的讨论 (II)

定理8的证明. 只要注意到：

ATA =


aT1
...
aTn

[
a1 · · · an

]
=


aT1 a1 · · · aT1 an
...

. . .
...

aTna1 · · · aTnan


从而：

ATA = I ⇐⇒ aTi aj =

1 当 i = j

0 当 i ̸= j
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x̂ = ATb

我们再来看一下 x̂ = ATb的情况。注意到此时 A中每个列向量 ai 都满足 ∥ai∥ = 1，从而对
于所有的 i ̸= [n]，我们有：

x̂i = aTi b = ai · b =
ai · b

∥ai∥∥b∥
∥b∥ = ∥b∥ cos θi

这里 θi 是 b和 ai 的夹角。从而 b到 C(A)的投影 p可以表示为：

p =

n∑
i=1

x̂iai =

n∑
i=1

(∥b∥ cos θi)ai

也就是：

p是 b分别到每条线 span({ai})上的投影的和。

说明
上述的性质并不是总对任意的 A都成立。
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回顾 ATA = I

回顾 ATA = I成立的要求：

定理 8.

令 A =
[
a1, · · · , an

]
是一个m×n的矩阵，则 ATA = I当且仅当下列的两个条件满足：

1. 对于任意的 i ̸= j有 ai⊥aj。

2. 对于任意的 i ∈ [n]，ai 是单位向量，即 ∥ai∥ = 1。

这其中核心是：

A的列向量是 C(A)的一组标准正交基 (orthonormal basis)。
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标准正交基和 Gram-Schmidt正交化



标准正交基

定义 9 [Orthonormal Vectors].
q1, · · · , qn ∈ Rm 是标准正交的 (orthonormal)，如果：

qTi qj =

0 当 i ̸= j，即 qi 和 qj 是正交的

1 当 i = j，即 qi 是单位向量

我们将列向量是标准正交的矩阵记为 Q，显然我们有：

QTQ = I

问题 10.
QQT = I是否成立？
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正交矩阵

定义 11 [正交矩阵 (Orthogonal Matrix)].
称一个 n× n的矩阵 Q是正交矩阵 (Orthogonal Matrix)，如果：

QTQ = I

或者等价的说，其列向量 q1, · · · , qn ∈ Rn 也是标准正交的。

定理 12.
令 Q是一个 n× n的矩阵，则:

Q是正交矩阵 ⇐⇒ Q是可逆的并且 Q−1 = QT

推论 13.
如果 Q是一个正交矩阵，则其行向量也是标准正交的。
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例子-旋转矩阵
例 14.
我们第一个例子是 R2 上的旋转矩阵：

Q =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, Q−1 = QT =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]

[
cosα
sinα

]
Q

[
cosα
sinα

]
=

[
cos(α+ θ)
sin(α+ θ)

]

θ

高维的情况
旋转也可以推广到高维的情况，相应的旋转被称作Givens变换。
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例子-置换矩阵

例 15.
我们第二个例子是 R3 上的置换矩阵：

Q =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 , Q−1 = QT =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



定理 16.
任意 n× n的置换矩阵都是正交矩阵。
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例子-反射矩阵
例 17.
我们第三个例子是 Rn 上的反射矩阵，令 u ∈ Rn 是一个单位向量，定义矩阵 Q：

Q = 2uuT − I
则我们有：

QTQ = (2uuT − I)T (2uuT − I) = 4uuT − 4uuT + I = I, 即 Q−1 = QT = Q

uv

Qv = (2uuT − I)v

理解反射矩阵的关键是要意识到当 u是单位向量的时候，uuT 是投影到 u上的投影矩阵。
该类矩阵也被称作Householder矩阵。
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正交矩阵的几何性质

定理 18.
令 Q是一个 n× n的正交矩阵，则对于任意的 x, y ∈ Rn，我们有：

1. ∥Qx∥ = ∥x∥

2. Qx ·Qy = x · y

证明.

• ∥Qx∥2 = Qx ·Qx = xTQTQx = xTx = ∥x∥2.

• Qx ·Qy = xTQTQy = xTy = x · y
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利用正交矩阵投影

令 q1, . . . , qn ∈ Rm 是标准正交的，并且：

Q =
[
q1 · · · qn

]
显然 rank(Q) = n。从而 Qx = b的最小二乘解为：x̂ = QTb，对应的投影矩阵为 QQT，从
而 b到 C(Q)的投影 p为：

p = Qx̂ = QQTb =
[
q1 · · · qn

]
qT1 b
...

qTnb

 = q1q
T
1 b+ · · ·+ qnq

T
nb

也就是：

p是 b分别到每条线 span({qi})上的投影的和。

说明
上述表达也等价于 Q是一个正交矩阵。
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回顾 ATA = I

前面我们已经提到过，当 A =
[
a1, · · · , an

]
满足下列条件：

ATA = I

即其列向量是标准正交的，则 b到 C(A)的投影 p可以表示为：

p = a1a
T
1 b+ · · ·+ ana

T
nb
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一个简单的推广

现在我们假设 a1, · · · , an ∈ Rm \ {0}只是两两正交的，则：

a1
∥a1∥

, · · · , a1
∥a1∥

是标准正交的，并且：

span({a1, · · · , an}) = span({
a1

∥a1∥
, · · · , a1

∥a1∥
})

从而 b到 C(A)上的投影 p可以表示为：

p =
a1
∥a1∥

(
a1
∥a1∥

)T

b+ · · ·+ an
∥an∥

(
an

∥an∥

)T

b

=
∑
i∈[n]

aia
T
i

aTi ai
b =

∑
i∈[n]

aTi b

aTi ai
ai =

∑
i∈[n]

∥b∥ cos θi
∥ai∥

ai

这里 θi 是 b和 ai 的夹角。
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如何寻找一组标准正交基

我们再考虑一个一般的情况。如果 ATA ̸= I，

我们是否可以找到一个 Q使得 QTQ = I并且 C(Q) = C(A)？

等价地说，找到一个 Q使得：

Q的列向量组成了 C(A)的一组标准正交基。
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Gram-Schmidt正交化

定理 19.
令 a1, · · · , an ∈ Rm 是线性无关的。则存在一组向量 q1, · · · , qn ∈ Rm，满足：

• 对于任意的 i ̸= j ∈ [n]，qi⊥qj。

• span({a1, · · · , an}) = span({q1, · · · , qn})

推论 20.
一组 span({a1, · · · , an})的标准正交基为：

q1
∥q1∥

, · · · , qn
∥qn∥

我们将给出该定理的一个构造性证明，该过程也被称作Gram-Schmidt正交化。
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两个的情况

假设 x, y ∈ Rm \ {0}，则 x到 span({y})上的投影为：

p =
yTx

yTy
y

其误差 e = x− p满足 e⊥y。从而我们有：

span({x, y}) = span({e, y})
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定理19的证明 (I)

证明. 我们通过归纳的方式来获取 q1, · · · , qn。
令 q1 = a1，假设对于 k < n，我们已经找到了 q1, · · · , qk，满足：

R1 对于任意的 i ̸= j ∈ [k]，qi⊥qj。

R2 span({a1, · · · , ak}) = span({q1, · · · , qk})

由于 a1, · · · , ak 是线性无关的，从而 q1, · · · , qk 也是线性无关的，并且 qi ̸= 0.
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定理19的证明 (II)

证明.我们定义：

qk+1 = ak+1 −

k∑
i=1

qTi ak+1

qTi qi
qi

注意到，事实上
∑k

i=1
qT
i ak+1

qT
i qi

qi 就是 ak+1 到 span({q1, · · · , qk})的投影 p:

p =

k∑
i=1

qTi q
T
i

qTi qi
ak+1 =

k∑
i=1

qTi ak+1

qTi qi
qi =

∑
i∈[k]

∥ak+1∥ cos θi
∥qi∥

qi

这里 θi 是 ak+1 与 θi 的夹角。从而：

• qk+1 = ak+1 − p与每个向量 qi(i ∈ [k])正交。

• span({q1, · · · , qk, ak+1}) = span({q1, · · · , qk, ak+1 − p}) = span({q1, · · · , qk, qk+1})
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一个例子
考察如下三个 R3 中的向量：

a =


1

−1

0

 , b =


2

0

−2

 , c =


3

−3

3


我们可以通过 Gram-Schmidt正交化来找到一组正交的向量组:

1. q1 = a =


1

−1

0


2. q2 = b− qT

1 b

qT
1 q1

q1 =


1

1

−2


3. q3 = c− qT

1 c

qT
1 q1

q1 −
qT
2 c

qT
2 q2

q2 =


1

1

1


单位化后即可得到一组标准正交基：{ 1√

2
q1,

1√
6
q2,

1√
3
q3}. 34



可逆矩阵的 QR分解 (I)

再次回顾整个过程，令 a1, · · · , an ∈ Rm 是线性无关的一组向量，我们利用 Gram-Schmidt
正交化得到一组正交的向量组 q1, · · · , qn：

q1 = a1

q2 = a2 −
qT1 a2
qT1 q1

q1

q3 = a3 −
qT1 a3
qT1 q1

q1 −
qT2 a3
qT2 q2

q2

...

qn = an −
qT1 an
qT1 q1

q1 −
qT2 an
qT2 q2

q2 − · · ·−
qTn−1an

qTn−1qn−1
qn−1
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可逆矩阵的 QR分解 (II)

定义下列矩阵：

A =
[
a1, · · · , an

]
, Q̂ =

[
q1, · · · , qn

]
, Q =

[
q1

∥q1∥ , · · · ,
qn

∥qn∥

]
则我们有：

A = Q̂R =
[
q1 · · · qn

]

1 qT

1 a2
qT
1 q1

· · · qT
1 an

qT
1 q1

0 1 · · · qT
2 an

qT
2 q2

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1



A = QR =
[

q1

∥q1∥ · · · qn

∥qn∥

]

∥q1∥ qT

1 a2
∥q1∥ · · · qT

1 an
∥q1∥

0 ∥q2∥ · · · qT
2 an
∥q2∥

...
...

. . .
...

0 0 · · · ∥qn∥


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可逆矩阵的 QR分解 (III)

这意味着任何一个可逆矩阵 A都可以分解为一个正交矩阵 Q和一个主对角线上是正数的上
三角矩阵 R的乘积，即 QR分解。

定理 21.
令 A是一个 n × n的可逆矩阵，则存在一个正交矩阵 Q和一个主对角线上是正数的上
三角矩阵 R，使得

A = QR

特别的，该分解是唯一的。（唯一性留作练习）
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再次回顾投影的计算

注意到：
ATA = RTQTQR = RTR

从而：
ATAx̂ = ATb =⇒ RTRAx̂ = RTQTb =⇒ RAx̂ = QTb

从而我们有：
x̂ = R−1QTb

这里 R−1 是一个上三角矩阵，从而 x̂可以通过回代法求解。
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阶段总结

• Ax = b无解的情况，通过最小二乘法（投影的方式）找到了最优的近似解 x̂。

• 正交矩阵和标准正交基。

• 找到一组正交基的方法：Gram-Schmidt正交化。

• 矩阵的 QR分解。
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