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1. (1) 请给出一个 3× 3 的置换矩阵 P, 使得 P3 = E.

(2) 请给出一个 4× 4 的置换矩阵 P̂, 使得 P̂4 ̸= E.

2. 假设 n× n 的矩阵 Q 满足：Q−1 = QT：

(1) 证明 Q 中的列向量 q1, . . . , qn 都是单位向量，即 ∥qi∥ = 1.

(2) 证明 Q 中的列向量 q1, . . . , qn 两两正交，即 qTi qj = 0 对任意的 i ̸= j 都成立.

(3) 令 n = 2，并且 Q(1, 1) = cos θ，求 Q.

3. 课上我们介绍了由 N → R 构成的函数集合 F，并定义了其上的加法和数乘运算：

• 给定 f1, f2 ∈ F，定义函数 f1 + f2 : N → R 为：

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)

• 对于任意的 f ∈ F 和 c ∈ R，定义函数 cf : N → R 为：

(cf)(x) = cf(x)

请根据定义验证 F 构成一个向量空间。

4. 令 V 是一个向量空间，W 是 V 的一个子空间:

(1) 证明：0 ∈ W.

(2) 证明：对任意的 w ∈ W,−w ∈ W.

(3) 进一步验证：W 也构成一个向量空间。

5. 下列 R3 的子集中，哪些是 R3 的子空间？

(1) 由所有满足 b1 = 2b2 的向量 (b1,b2,b3) 组成的平面。

(2) 由所有满足 b1 = 1 的向量 (b1,b2,b3) 组成的平面。

(3) 所有满足 b1b2b3 = 0 的向量 (b1,b2,b3) 组成的集合。

(4) 所有 (1, 4, 0) 和 (2, 2, 2) 的线性组合组成的向量集合。

(5) 所有满足 b1 + b2 + b3 = 0 的向量 (b1,b2,b3) 组成的集合。

(6) 所有满足 b1 ⩽ b2 ⩽ b3 的向量 (b1,b2,b3) 组成的集合。

1


