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《线性代数》究竟上了什么？
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《线性代数》究竟上了什么？

Gauss−Jordan A−1

A = A =
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《线性代数》究竟上了什么？
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《线性代数》究竟上了什么？

k

A =
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”线性”的概念

考虑如下的函数：
f(x) := 3x

这是一个 R → R的线性函数。

• 从几何的角度来讲，这是平面 R2 上的一条线。

• 从代数的角度来讲，对于任意的 x1, x2, c, x ∈ R我们有：

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

f(cx) = cf(x)
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线性方程组

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2

...
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

⇔


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...

xn

 =


b1

b2

...

bm



线性方程组
1. 线性方程组的表示-利用矩阵。

2. 解线性方程组：Gauss−Jordan消元法，矩阵 LU分解。

3. 特殊的线性方程组-n个未知数 n个方程的情况。

4. 一般方程组的解的情况-Ax = 0和 Ax = b
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矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn



矩阵
1. 矩阵的基本概念、运算、分块矩阵。

2. 一些特殊的矩阵-逆矩阵、转置矩阵、置换矩阵、初等矩阵等。

3. 矩阵表示的四个向量空间。

4. 矩阵的列秩、行秩和秩。
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向量空间

空间 Rn 包含了所有如下的 n维列向量 v：

v =


v1
...

vn


其中对于任意的 i ∈ [n]，vi ∈ R，这里的 R是实数集。

向量空间
1. 一般向量空间的定义。

2. 子空间的概念。

3. 线性相关的概念。

4. 向量空间的基和维度。
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正交和投影

b

误差 e

p

a
θ

正交和投影
1. 正交的概念：内积为 0。

2. 向量空间的正交、正交补。

3. 投影，最小二乘法-求 Ax = b的最佳近似解。

4. 标准正交基和 Gram−Schmidt正交化，正交矩阵 (QR分解)。
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线性代数基本定理

定理 1 [Fundamental Theorem of Linear Algebra].
令 A是一个m× n的矩阵并且 rank(A) = r，则：

1. dim(C(A)) = dim(C(AT)) = r.

2. dim(N(A)) = n− r, dim(N(AT)) = m− r。

3. N(A) = (C(AT))⊥.

4. N(AT) = (C(A))⊥。
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线性代数基本定理-图示
m× n 的矩阵 A 的四个空间

A 的行空间 A 的列空间

A 的零空间 AT 的零空间

Rn 的子空间 Rm 的子空间

90◦ 90◦

维数 = r

维数 = n− r 维数 = m− r

维数 = r

xr

xn

b

x = xr + xn

Axr = b

Ax = b

Axn = 0
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行列式 (I)

(x2, y2)

(x1, y1)

y2

y1

x1 x2

x2 x1

y2

y1y1

y1

x2

x2

(x1, y1)

(x2, y2)

y1

y2

x2 x1

x1 x2

y1

y2y2

y2

x1

x1

行列式的目标

令 A =
[
a1 · · · an

]
是一个 n × n的矩阵，方阵 A的行列式 det(A)是由 a1, · · · ,an

在 n维空间长成的平行六面体 (n-dimensional parallelepiped)的有向体积。
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行列式 (II)

1. 行列式的计算-利用初等变换。

2. 行列式跟首元的关系：

det(A) = det(U) = p1p2 · · ·pn 或者 det(A) = − det(U) = −p1p2 · · ·pn

3. 行列式的正式定义，The Big Formula:

det(A) =
∑

σ∈Perm(n)

(−1)τ(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

4. 代数余子式，行列式按行 (列)展开：

det(A) = a1iC1i + · · ·+ a1iC1i

5. 一个应用：Cramer ′s Rule，用行列式解方程，求矩阵的逆，伴随矩阵。
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特征值与特征向量

λ ∈ C和非零 x ∈ Cn =⇒ Ax = λx

特征值和特征向量
1. 特征值和特征向量的概念。

2. 矩阵的对角化。

3. 实对称矩阵的特征值、特征向量，对角化。

4. 正定矩阵。
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还有更多 · · ·

• 特征空间、代数重数、几何重数。

• 线性变换的概念、线性变换的矩阵形式、线性变换的像与核，对偶性。

• 奇异值分解 (Singular Value Decomposition).

• · · ·

课程目标
1. 从强调计算（算术）到理解数学结构的转变。

2. 从牢记结论到掌握证明的转变。

3. 建立抽象的几何直观。
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考试内容



考试概况

考试安排 (以系统显示为准。)
• 考试地点：2教楼 221，2教楼 303

• 考试时间：2024年 6月 13日 (周五) 8:30-10:00，共 90分钟。

试卷构成
试卷 = 30分选择题 +10分填空题 +60分综合题

1. 选择题一共 10道，每道 3分，共 30分。

2. 填空题一共 5道，每道 2分，共 10分。

3. 综合题一共 6道，前 3道每道 8分，后 3道每道 12分，共 60分，其中会有一道关
于矩阵运算的证明题。
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关于考试

1. 不允许使用计算器。

2. 务必要带好学生证供监考老师检查！
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选择题举例

问题 2.

1. 令 A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

满足 det(A) = 6，则

∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 3a11 − a13 2a13

a22 3a21 − a23 2a23

a32 3a31 − a33 2a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ =( )

(A) 36 (B) 36 (C) −12 (D) 12

2. 令 3阶矩阵 A的特征值为 −2, 1, 3，则下列矩阵中行列式值为 0的是 ( )
(A) A+ E (B) A− 2E

(C) A+ 3E (D) A+ 2E

3. 设 3元非齐次线性方程组 Ax = b两个解为 η1 = (0, 1, 2)T, η2 = (4,−1, 1)T，且 A

的秩为 2，则对于任意常数 k1, k2, k3，下列哪个是 Ax = b的解？( )
(A) k1η1 + k2η2 (B) η1 + k3η2

(C) η1 + k3(η2 − η1) (D) η1 + k3(η2 + η1)

解：1. B 2. D 3. C □
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填空题举例

问题 3.

1. 给定矩阵 A =

[
1 1

1 2

]
，则 A−1 = .

2. 若向量 (1, 1, 1)T, (0, k, 2)T, (0, 2, k)T 线性无关，则 k满足 .

3. 秩为 n− 3的 n阶矩阵的伴随矩阵的秩为 .

4. 令 A是正交矩阵，则 |AT|2025 · |A| = .

解：1.

[
2 −1

−1 1

]
, 2. k ̸= ±2, 3. 0, 4. 1. □
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解答题举例 (I)
问题 4.

求矩阵 X满足 AX = 2X+A，其中 A =


1 −1 0

0 1 −1

−1 0 1

。
分析
上式可转化为 (A− 2E)X = A，即：解方程组：

−1 −1 0

0 −1 −1

−1 0 −1



x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =


1 −1 0

0 1 −1

−1 0 1


这其实可以视作三个方程组，而处理方程组的时候，先通过初等变换将其变换成行阶梯形或者行最
简形，并且系数相同的方程组可以同时处理：[

A− 2E b1 b2 b3

]
=⇒

[
U c1 c2 c3

]
=⇒

[
R d1 d2 d3

]
从而对应的解可以表示成如下的形式：xp + xn(特解 +零解). 特别的，当转换乘最简形 R后，di 就
是对应的特解。 24



解答题举例 (I)
解：对其作初等变换可得：
−1 −1 0 1 −1 0

0 −1 −1 0 1 −1

−1 0 −1 −1 0 1

 =⇒


1 1 0 −1 1 0

0 1 1 0 −1 1

0 0 −2 −2 2 0

 =⇒


1 0 0 0 1 −1

0 1 0 −1 0 1

0 0 1 1 −1 0


该系数矩阵的秩为 3，从而该方程组对每个 b ∈ R3 都有唯一解，从而 X就是后半部分，即：

X =


0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0


□

注 5.
如果方程 Ax = b对应的系数矩阵的秩 <列数，则说明该方程组有无穷多解或者无解：

1. 如果 b ∈ C(A)，则该方程组有无穷多解，换种表示是说：rank(A) = rank(A,b).

2. 如果 b /∈ C(A)，换种表示是说：rank(A) < rank(A,b).
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解答题举例 (II)

问题 6.
已知向量组 α1,α2,α3 线性无关，尝试判断向量组 β1,β2,β3 是否线性无关，其中：

1. β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α1 + α3.

2. β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α1 − α3.

分析
判断线性无关 or线性相关最基本的方法就是判断，是否存在一组不为零的系数 c1, c2, c3 使得：

c1β1 + c2β2 + c3β3 = 0

注意到 αi 线性无关，所以问题可以转化为一个齐次线性方程组，判断其是否存在非零解。

上述分析还引申出了一个新的思路，即构造 X满足：[
β1 β2 β3

]
=

[
α1 α2 α3

]
X

从而 c1β1 + c2β2 + c3β3 = 0等价于 X
[
c1 c2 c3

]T
= 0是否有非零解。 26



解答题举例 (II)
解：

(1) 假设存在 c1, c2, c3 使得：

c1β1 + c2β2 + c3β3 = 0 ⇒ c1(a1 + a2) + c2(a2 + a3) + c3(a1 + a3) = 0

从而: (c1 + c3)a1 + (c1 + c2)a2 + (c2 + c3)a3 = 0，即 c1, c2, c3 满足：
1 1 0

1 0 1

0 1 1



c1

c2

c3

 = 0

注意到该系数矩阵的秩为 3，从而该方程组只有零解，因此 β1, β2, β3 是线性无关的。

(2) 注意到： [
β1 β2 β3

]
=

[
α1 α2 α3

]
1 0 1

1 1 0

0 1 −1


而上式右端矩阵不是可逆的，从而该向量组线性相关。

□
27



解答题举例 (III)

问题 7.

给定矩阵 A =


−2 1 1

0 2 0

−4 1 3

，计算 φ(A) = A100 −A50 + 2A3。

分析
这一类问题一般两种做法：

1. 矩阵运算本身有周期性，只有有限个答案。

2. 矩阵 A可以对角化，注意到对于一个对角矩阵 Λ = diag λ1, · · · , λn，有：

φ(Λ) = diagφ(λ1), · · · ,φ(λn)

从而若 A = XΛX−1，我们有：
φ(A) = Xφ(Λ)X−1.

而对角化的过程就是一个求对应特征值和一组线性无关的特征向量的过程。 28



解答题举例 (III)
解：将A对角化可得：

A =

1 0 1

0 1 0

1 −1 4


−1 0 0

0 2 0

0 0 2




4
3 − 1

3 − 1
3

0 1 0

− 1
3

1
3

1
3


从而：

φ(A) =

1 0 1

0 1 0

1 −1 4


(−1)100 − (−1)50 + 2(−1)3 0 0

0 2100 − 250 + 24 0

0 0 2100 − 250 + 24




4
3 − 1

3 − 1
3

0 1 0

− 1
3

1
3

1
3



=

1 0 1

0 1 0

1 −1 4


−2 0 0

0 2100 − 250 + 24 0

0 0 2100 − 250 + 24




4
3 − 1

3 − 1
3

0 1 0

− 1
3

1
3

1
3



=

−2 0 L

0 L 0

−2 −L 4L




4
3 − 1

3 − 1
3

0 1 0

− 1
3

1
3

1
3

 (记：L = 2100 − 250 + 24)

=

− 8+L
3

2+L
3

2+L
3

0 L 0

− 8+4L
3

2+L
3

2+4L
3


□
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证明题举例 (I)

问题 8.
令 A,B为 n阶矩阵，其中 A是对称矩阵，证明 BTAB也是对称矩阵。

证明：只需注意到：
(BTAB)T = BTATB = BTAB.

□

注 9.
希望大家注意的一点是当使用转置、逆、行列式等性质进行运算时，一定要保证你所使
用的式子是有意义的，如：

|ATA| = |AT||A| = |A|2

在一般情况下便是不成立的，因为尽管 ATA一定是方阵，但 A不一定是方阵，所以 |A|

并没有定义。
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关于考试和课程

关于考试
1. 不允许使用计算器。

2. 务必要带好学生证供监考老师检查！

关于课程
1. 我尽量避免了繁琐的计算和证明技巧。

2. 更多的是希望大家对基础概念有一定的理解。

3. 希望大家具备最基础的证明的意识和建立一些关于线性代数的几何直观。
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课程反馈

• 我设计了一个课程反馈问卷，希望同学们都可以发表一下自己的意见和建议，谢谢。

• 问卷地址：https://www.wjx.cn/vm/w9PRmwF.aspx

• 反馈问卷的二维码：

32
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线性代数

祝大家考试顺利！谢谢聆听！
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