
线性代数 Week 13

线性代数 (XIII)

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2025 年 6 月 1 日

1 对称矩阵

一个方阵是对称 (Symmetric)的，如果其满足：

A = AT

下列矩阵很显然都是对称的： [
1 2

2 4

]
,


1 2 1

2 4 2

1 2 1

 ,

考虑将其对角化，我们有：[
1 2

2 4

]
= X1Λ1X

−1
1 =

− 2√
5

1√
5

1√
5

2√
5

[0 0

0 5

]− 2√
5

1√
5

1√
5

2√
5



1 2 1

2 4 2

1 2 1

 = X2Λ2X
−1
2 =


1√
6

− 2√
5

1√
30

2√
6

1√
5

2√
30

1√
6

0 − 5√
30



6 0 0

0 0 0

0 0 0




1√
6

2√
6

1√
6

− 2√
5

1√
5

0

1√
30

2√
30

− 5√
30


仔细观察可以发现，其对应的特征矩阵 X 是正交的，即：

X−1
i = XT

i (i = 1, 2)

在本节中我们将证明，这并不是巧合，而是对称矩阵的一个重要性质。事实上我们将说明:

1. 实对称矩阵的特征值都是实数。

2. 实对称矩阵不同特征值的特征向量是正交的，且其一定可以对角化。

实对称矩阵的特征值 我们将证明如下定理：

定理 1.1

实对称矩阵 S 的特征值是实数，特别的，其每个特征值都有一个对应的实特征向量。

为了完成这个定理的证明，我们需要使用一些复数上的知识：令 x ∈ C，则我们有存在 a,b ∈ R, 使得：

x = a+ bi
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我们定义 x 的共轭复数 (complex conjugate) 为：

x̄ = a− bi

共轭复数有如下的性质：

引理 1.2

给定复数 x,y ∈ C，我们有：

1. 如果 x̄x = 0，则 x = 0.

2. x+ y = x̄+ ȳ.

3. xy = x̄ȳ.

由共轭复数可以定义在复矩阵中的共轭矩阵：

定义 1.3 (共轭矩阵 (Conjugate Matrix))

对于一个矩阵 A，我们定义其共轭矩阵 Ā 为：

Ā(i, j) = A(i, j).

为了证明定理1.1，还需要共轭矩阵上的如下性质：

引理 1.4

令 A ∈ Cm×n 是一个 m× n 的复矩阵，x ∈ Cn 是任一复向量，则：

1. 如果 x̄Tx = 0, 则 x = 0.

2. 对任意的 λ ∈ C，我们有：λA = λ̄Ā.

3. Ax = Āx̄.

现在可以给出定理1.1的证明了。

证明：[定理1.1的证明] 令 S 是 n× n 的实对称矩阵，λ ∈ C 是 S 的特征值，x ∈ Cn \ {0} 是 λ 对应的
特征向量，则：

Sx = λx

=⇒S̄x̄ = λ̄x̄

=⇒x̄TS̄T = λ̄x̄T

=⇒x̄TS = λ̄x̄T (S 是实对称的，从而 S̄T = S)

=⇒x̄TSx = λ̄x̄Tx

=⇒λx̄Tx = λ̄x̄Tx

=⇒(λ− λ̄)x̄Tx = 0

显然由于 x ̸= 0，从而 x̄Tx ̸= 0，因此 λ− λ̄ = 0，即 λ 是实数。
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下证每个特征值都有一个对应的实特征向量。假设 xj = aj + bji，即：

x =


x1
...

xn

 =


a1 + b1i

...

an + bni

 =


a1

...

an

+ i


b1

...

bn

 = a+ ib

由于 Sx = λx，我们有：
Sx = S(a+ ib) = λ(a+ ib)

由于 S 是实对称矩阵，λ 是实数，我们有：

Sa = λa, Sb = λb

由于 x ̸= 0，a 和 b 至少有一个是 S 的特征向量。 □

实对称矩阵的对角化 现在来考察其特征向量，下述定理阐明了不同特征值对应的特征向量不仅是线
性无关的，更是正交的：

定理 1.5

对于一个实对称矩阵 S，如果 λ1 和 λ2 是 S 的两个不同的特征值，x1 和 x2 是 λ1 和 λ2 对应的特
征向量，则 x1 和 x2 是正交的。

证明：由假设有：
Sx1 = λ1x1, Sx2 = λ2x2

从而：
λ1(x1 · x2) = (λ1x1) · x2 = (Sx1) · x2 = (Sx1)

Tx2 = xT1 S
Tx2

= xT1 Sx2 = xT1 (Sx2) = xT1 (λ2x2) = x1 · (λ2x2) = λ2(x1 · x2)

由于 λ1 ̸= λ2，从而 x1 · x2 = 0，即 x1 和 x2 是正交的。 □

定理1.5可以直接推出如下结论:

推论 1.6

令 S 是一个 n× n 的实对称矩阵，如果 S 存在n 个两两不同的特征值，则 S 可以对角化。更精确
的说，存在一个正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 都是 S 的特征值。

证明：令 S 的特征值为 λ1, . . . , λn，由定理1.1和定理1.5，S 存在如下的 n 个特征向量 q1, . . . ,qn，满
足：
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1. 对每个 i = 1, . . . ,n，Sqi = λiqi.

2. 对于任意的 i ̸= j，qi 和 qj 是正交的，即 qi · qj = 0.

3. qi 的模长为 1，即 ∥qi∥ = 1.

令 Q =
[
q1 q2 · · · qn

]
，则 Q 是一个正交矩阵，从而：

QTSQ = QTS
[
q1 q2 · · · qn

]
=


qT
1

qT
2

...

qT
n


[
λ1q1 λ2q2 · · · λnqn

]
=


λ1

λ2
. . .

λn

 .

□

事实上，我们并不需要“n 个两两不同的特征值”这个条件。

定理 1.7

令 S 是一个 n× n 的实矩阵，则 S 是对称的当且仅当存在一个正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 都是 S 的特征值。

证明：(⇐) 的方向是显然的，注意到：

ST =
(
QΛQT

)T
= QΛQT = S

下证 (⇒) 方向。令 S 是一个 n× n 的实对称矩阵，我们对 n 作归纳。

BASE：n = 1 时是显然的。

INDUCTION: 现在令 n ⩾ 2。令 S 的一个特征值为 λ1 ∈ R，其对应的一个特征向量为 x1 ∈ Rn \ {0}。
我们不妨可以假设 ∥x1∥ = 1，否则我们可以令：

x1 ←
x1

∥x1∥

通过 Gram−Schmidt 正交化，我们可以从 x1 扩展出一组标准正交基：

x1, x2, · · · , xn

满足：

xi · xj =

1 i = j

0 i ̸= j
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定义矩阵 P:
P =

[
x1 x2 · · · xn

]
不难验证 P 是正交矩阵，即 PTP = I。并且我们有：

pTxi = ei

从而：
PTSP = PTS

[
x1 x2 · · · xn

]
=
[
PTSx1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=
[
PTλ1x1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=
[
λ1P

Tx1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=
[
λ1e1 PTSx2 · · · PTSxn

]
=

[
λ1 aT

0 B

]
这里 a ∈ Rn−1 是一个列向量，B 是一个 (n− 1)× (n− 1) 的矩阵。注意到：[

λ1 0T

a BT

]
=

([
λ1 aT

0 B

])T

=
(
PTSP

)T
= PTSTP = PTSP =

[
λ1 aT

0 B

]

从而我们有 a = 0，并且 B = BT. 从而 B 是一个 (n− 1)× (n− 1) 实对称矩阵。由归纳假设，我们可
以对 B 进行对角化，即存在 (n− 1)× (n− 1) 的正交矩阵 P ′ 和对角矩阵 Λ ′ 使得：

Λ ′ = (P ′)TBP ′

从而我们有：

PTSP =

[
λ1 0T

0 B

]
=

[
λ1 0T

0 (P ′)TBP ′

]
=

[
1 0T

0 P ′

][
λ1 0T

0 Λ ′

][
1 0

0 (P ′)T

]

令

M =

[
1 0T

0 P ′

]
显然 M 是一个正交矩阵，并且我们有：

(PM)TSPM = MTPTSPM =

[
λ1 0T

0 Λ ′

]

从而令 Q = PM,Λ =

[
λ1 0T

0 Λ ′

]
，我们有：

Λ = QTSQ

并且有归纳假设，Λ 上对角线的元素都是 S 的特征值。 □
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实对称矩阵的谱分解 这一节的最后再进一步思考下实对称矩阵 S 的对角化，由定理1.7存在正交矩
阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

S = QΛQT

令 Q =
[
q1 q2 · · · qn

]
，Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

，我们有：

S =
[
q1 q2 · · · qn

]

λ1

λ2
. . .

λn




qT
1

qT
2

...

qT
n

 = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n

即：实对称矩阵的谱分解 (Spectral Decomposition)将其分解成了n 个秩为 1的矩阵之和。

例 1.8

考察矩阵 S =


1 2 1

2 4 2

1 2 1

，其特征多项式为：

f(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −1

−2 λ− 4 −2

−1 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 6)

从而 S 的特征值为 λ1 = 6, λ2 = 0, λ3 = 0，对应的单位特征向量为：

q1 =


1√
6
2√
6
1√
6

 , q2 =


− 1√

2

0
1√
2

 , q3 =


0

− 1√
2

1√
2


由定理1.7，我们有：

S = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + λ3q3q

T
3 = 6


1√
6
2√
6
1√
6

[ 1√
6

2√
6

1√
6

]

这意味着一个 n × n 的实对称矩阵可以用 n 个特征值和对应的 n 个正交的特征向量来表示。这也
是奇异值分解 (SVD) 的一个特例。

2 正定矩阵

这一节讨论的是所有特征值都大于 0 的矩阵。我们给出如下的定义：
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定义 2.1 (Positive Definite Matrix)

一个对称矩阵 S 被称为是正定矩阵，如果其所有的特征值 λ 都满足 λ > 0。

如下的矩阵：

A =

[
1 0

0 4

]
, B =

[
4 3

3 4

]
, C =


4 3 0

3 4 0

0 0 2


1. A 的特征值为 λ1 = 1, λ2 = 4.

2. B 的特征值为 λ1 = 7, λ2 = 1.

3. C 的特征值为 λ1 = 7, λ2 = 1, λ3 = 2.

从而 A,B,C 都是正定矩阵。

下述定理给出了正定矩阵的另一个重要刻画：

定理 2.2

令 S 是一个实对称矩阵，则 S 是正定的，当且仅当对于所有的 x ∈ Rn \ {0}，都有：

xTSx > 0.

二次型 在证明定理2.2之前，我们先搞清楚 xTSx是什么。令 x = (x1, · · · , xn)，S =


s11 · · · s1n
...

. . .
...

sn1 · · · snn

，
则我们有：

xTSx = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i̸=j⩽n

sijxixj,

即 xTAx 是关于 x1, · · · , xn 的一个二次齐次函数，我们称其为二次型 (Quadratic Forms)：

定义 2.3 (Quadratic Forms)

含有 n 个变量 x1, · · · , xn 的二次齐次函数

f(x1, · · · , xn) = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n +

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj

被称作二次型 (Quadratic Forms)，特别的，令 aij = 2sij = 2sji，则上述式子中的每一项 aijxixj

可以被改写为：
aijxixj = sijxixj + sjixixj

再令 S =


s11 · · · s1n
...

. . .
...

sn1 · · · snn

 , x =


x1
...

xn

，从而 f 可以有如下的矩阵表示：

f(x1, · · · , xn) = xTSx
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对称矩阵 S 的表达是唯一的，所以称 S 就是 f 的二次型矩阵 (Quadratic Forms Matrix)。

注 2.4

由上述定义可知，n× n 的对称矩阵和 n 个变量的二次型形成了一一对应的关系，所以我们经常
回混用这两个概念，如我们称一个二次型 f 的秩表示的其对应的矩阵 S 的秩。

证明：[定理2.2的证明] 先证 (⇒) 方向。由于 S 是一个实对称矩阵，从而存在一个正交矩阵 Q 满足：
λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 是 S 的特征值，并且由假设：λi > 0.

定义：
x = QTy, 即：y = Qx

从而：
xTSx = (Qy)TS(Qy) = yTQTSQy = λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n

注意到 Q 是可逆的，从而对于任意 x ̸= 0，我们有 y = Qx ̸= 0，即：

xTSx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n> 0

另一方面，反设存在 λi ⩽ 0，注意到：

xTSx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n = λiy

2
i +

∑
j ̸=i

λjy
2
j

从而令 yi = 1, yj = 0(j ̸= 0)，由矩阵的可逆性我们有 x = Qy ̸= 0，即：

xTSx = λiy
2
i +

∑
j ̸=i

λjy
2
j = λj ⩽ 0

与假设矛盾。 □

定理2.2给出了正定矩阵的一个刻画，对应的二次型恒大于 0，自然也可以将其推广到任意的实矩阵上：

定义 2.5

给定一个 n× n 的实矩阵A，如果对任意向量 x ∈ Rn \ {0}：

1. xTAx > 0，则称 A 是正定的。

2. xTAx ⩾ 0，则称 A 是半正定的。

3. xTAx < 0，则称 A 是负定的。

8



4. xTAx ⩽ 0，则称 A 是半负定的。

5. 若不满足以上任何一种条件，则称矩阵 A 是不定的。

注 2.6

定义2.5给出了正定矩阵在实矩阵上的一个定义，但在本课程中，后续讨论的还是实对称矩阵的正
定性，其原因有二：

1. 如果不加对称这一条件，矩阵和二次型便没有了一一对应的关系。

2. 对于非对称矩阵来说，即使其所有的特征值大于 0，它也不一定是正定的。考虑下列的例子：[
1 100

0 2

]
.

不难验证，其特征值为 1, 2。但是我们有：

[
−1 1

] [1 100

0 2

][
−1

1

]
= 1+ 2− 100 = −97 < 0.

下述定理给出了正定矩阵的一个充分性条件:

定理 2.7

令 A 是 m× n 的矩阵，并且 rank(A) = n. 则 S = ATA 是对称且正定的。

证明：令 x ∈ Rn，则我们有：

xTSx = xTATAx = (Ax)T(Ax) = Ax ·Ax = ∥Ax∥2

从而我们有：xTSx ⩾ 0 并且：

xTSx = 0 ⇐⇒ ∥Ax∥ = 0 =⇒ Ax = 0

由于 rank(A) = n，从而：
xTSx = 0 =⇒ Ax = 0⇐⇒ x = 0

□

二次型的转化 在定理 2.2 的证明中可以看到，通过对参数做可逆的线性变换，可以简化对应的二次
型，比如在定理证明中：

1. 对应的二次型为：xTSx = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n + 2

∑
1⩽i̸=j⩽n sijxixj。

2. 如果令 x = QTy，则二次型可表示为：

xTSx = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n.
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正式的来说，称一个二次型 f：

1. 标准二次型，如果其只包含平方项，即：

f = s11x
2
1 + · · ·+ snnx

2
n.

2. 规范二次型，如果其只包含系数为 1 或 −1 的平方项，即：

f = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · ·− x2r.

一般的，通过一个可逆的线性变换可以将一个二次型进行转换，即，令

f = xTAx

则可以通过一个可逆逆矩阵 C, 使得 x = Cy，并且:

f = yTCTACy = yTBy

我们称满足这样一个关系的矩阵 A,B 是合同的。

定义 2.8

令 A,B 是 n× n 的矩阵，若存在可逆矩阵 C 使得：

B = CTAC

则称 A 和 B 是合同的。

注意到无论是规范二次型还是标准二次型，其对应的矩阵 Λ都是一个对角矩阵，从而由定理1.7，寻找
一个二次型的标准型或规范型的问题其实就是计算实对称矩阵的谱分解，总结如下：

1. 计算实对称矩阵 S 的谱分解，即寻找一个正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ 使得：

S = QΛQT.

2. 令 y = QTy，则：
xTSx = xTQΛQTx =

(
QTx

)T
Λ
(
QTx

)
= yTΛy.

得到了对应的标准型。

3. 再将 y 作归一化，即可将标准型进一步转化成规范型。

下面通过一个例子来进行说明。以下列二次函数为例：

f(x1, x2, x3) = −2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

其对应的对称矩阵为：

S =


0 −1 1

−1 0 1

1 1 0


10



将其进行谱分解，则存在正交矩阵 P 和对角矩阵 Λ 使得
−2 0 0

0 1 0

0 0 1

 = Λ = PTSP =


− 1√

3
− 1√

3
1√
3

− 1√
2

1√
2

0

1√
6

1√
6

2√
6




0 −1 1

−1 0 1

1 1 0



− 1√

3
− 1√

2
1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6


从而令： 

y1

y2

y3

 =


− 1√

3
− 1√

2
1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6



x1

x2

x3


我们有：

f = −2y2
1 + y2

2 + y2
3

如果要进一步变成规范型，我们只需要在令：
y1 =

1√
2
z1

y2 = z2

y3 = z3

即有：
f = −z21 + z22 + z23.‘

′

另一个二次型的转化方法-配方法 我们再介绍另一个方法，配方法。它不依赖于矩阵的运算。比如考
虑：

f = x21 + 2x22 + 5x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3

我们考虑先将所有 x1 的项集中起来：
x21 + 2x1x2 + 2x1x3

对其配方可得：
x21 + 2x1x2 + 2x1x3 = (x1 + x2 + x3)

2 − x22 − x23 − 2x2x3

从而:
f = (x1 + x2 + x3)

2 + x22 + 4x23 + 4x2x3 = (x1 + x2 + x3)
2 + (x2 + x3)

2

f = (x1 + x2 + x3)
2 + x22 + 4x23 + 4x2x3 = (x1 + x2 + x3)

2 + (x2 + 2x3)
2

我们令 
y1

y2

y3

 =


1 1 1

0 1 2

0 0 1



x1

x2

x3

 ,即：


x1

x2

x3

 =


1 −1 1

0 1 −2

0 0 1



y1

y2

y3


则我们有：

f = xT


1 1 1

1 2 3

1 3 5

 x = yT


1 0 0

−1 1 0

1 −2 1



1 1 1

1 2 3

1 3 5



1 −1 1

0 1 −2

0 0 1

y = yT


1 0 0

0 1 0

0 0 0

y
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需要注意的是，该方法并不一定满足系数矩阵是正交的。

如果只有类似 x1x2 的项，比如：
f = 2x1x2 + 2x12x3 − 6x1x3

我们也是可以用配方法的，只要注意到：

4x1x2 = (x1 + x2)
2 − (x1 − x2)

2

从而进行 
x1

x2

x3

 =


1 1 0

1 −1 0

0 0 1



y1

y2

y3


代入再按之前配方的思路化简即可。

正定性与行列式的关系 这一节的最后，我们再给出正定性的另一个刻画，即用行列式来描述，下述
定理给出了一个必要的条件：

定理 2.9

如果 S 是正定矩阵，则 det(S) > 0.

证明：由 S 是实对称的，从而存在正交矩阵 Q 使得：
λ1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · λn

 = QTSQ

这里 λ1, · · · , λn 是 S 的特征值。从而：∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = det(QT) det(S) det(Q)

即：
det(S) = det(QT) det(S) det(Q) = λ1 · · · λn > 0

□

定理2.9的逆命题并不一定正确。考察下列矩阵：
−1 0 0

0 0 2

0 2 −1


其行列式 = 4 > 0，但是我们有：

[
1 0 0

]
−1 0 0

0 0 2

0 2 −1



1

0

0

 = −1 < 0

12



事实上，为了充分的利用行列式来刻画正定性，我们需要引入一系列新的行列式，称之为顺序主子式
(Leading Principal Minor)：

定义 2.10 (顺序主子式 (Leading Principal Minors))

给定一个 n× n 的矩阵：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


则对任意的 k ∈ [n]。定义下列行列式：

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

...
...

. . .
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
是 A 的一个 k 阶顺序主子式 (Leading Principal Minors).

例 2.11

令 A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

，则：

∆1 = 1, ∆2 =

∣∣∣∣∣1 2

4 5

∣∣∣∣∣ = 1 · 5− 2 · 4 = −3, ∆3 = det(A) = 0.

直观来讲，当顺序主子式都 > 0 时，其对应的特征值满足：

λk =
∆k

∆k−1

这里可以不妨假设 ∆0 = 1，从而蕴含了所有特征值都 > 0 的条件，即对应的矩阵是正定的，下面对其
进行严格的证明：

定理 2.12

给定一个 n× n 的对称矩阵 S，S 是正定的当且仅当所有的顺序主子式 ∆k > 0.

证明：令

Sk =


s11 · · · s1k
...

. . .
...

sk1 · · · skk


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则我们有：∆k = det(Sk). 我们先证 (⇐)方向，即说明每个 Sk 都是正定的。令 x = (x1, · · · , xk) ∈ Rk\{0}，
注意到：

[
x1 · · · xk

]
Sk


x1
...

xk

 =
[
x1 · · · xk 0 · · · 0

]
S



x1
...

xk

0
...

0


> 0

从而 Sk 正定，因此 ∆k = det(Sk) > 0.

另一个方向我们使用归纳法。

BASE: n = 1 时是显然的。

INDUCTION: 现在考虑 n ⩾ 2 的时候，我们有对于任意的 k ∈ [n]:

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

s21 s22 · · · s2k
...

...
. . .

...

sk1 sk2 · · · skk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

0 s22 −
s12s21
s11

· · · s2k − s1ks21
s11

0
...

. . .
...

0 sk2 −
s1ks12
s11

· · · skk − s1ksk1
s11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对任意的 2 ⩽ i, j ⩽ k 定义：

tij = sij −
s1is1j

s11
(= sij −

s1isj1

s11
)

从而我们有：

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s11 s12 · · · s1k

0 t22 · · · t2k
...

...
. . .

...

0 tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= s11

∣∣∣∣∣∣∣∣
t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣
注意到 s11 = ∆1 > 0，∆k > 0，从而我们有：∣∣∣∣∣∣∣∣

t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0

对任意的 2 ⩽ k ⩽ n 是成立的。定义 (n− 1)× (n− 1) 的矩阵 T：

T =


t22 · · · t2k
...

. . .
...

tk2 · · · tkk


显然 T 是一个实对称矩阵，并且其所有的顺序主子式都是大于 0 的，从而有归纳假设 T 是正定的。从
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而：
xTSx =

∑
i∈[n]

∑
j∈[n]

sijxixj

=
(s11x1 + · · ·+ s1nxn)

2

s11
+

n∑
i=2

n∑
j=2

tijxixj

=
(s11x1 + · · ·+ s1nxn)

2

s11
+
[
x2 · · · xn

]
T


x2
...

xn


最后我们分两种情况讨论：

1.
[
x2 · · · xn

]T
̸= 0，则由 T 是正定的，我们有：

xTSx ⩾
[
x2 · · · xn

]
T


x2
...

xn

 > 0

2.
[
x2 · · · xn

]T
= 0，这意味着 x1 ̸= 0，注意到 s11 > 0，我们有：

xTSx =
(s11x1)

2

s11
= s11x

2
1 > 0

□

定理2.12还有相应的判断矩阵是否负定的版本:

定理 2.13

令 S 是 n× n 的对称矩阵，则 S 是负定的当且仅当所有的奇数阶顺序主子式 < 0，偶数阶顺序主
子式 > 0.
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