
线性代数 Week 2

线性代数 (II)

Lecturer: 杨启哲 Last modified: 2025 年 2 月 11 日

1 线性方程组

1.1 求解线性方程组

考察线性方程组
x− 2y = 1

3x+ 2y = 11.
(1)

如图1所示，每个方程定义了 R2 上的一条直线。因此方程组(1)的解就是两条直线的交点。这是所谓方
程组的行观点。
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图 1 从行的观点理解线性方程组

我们还能从线性组合的观点来理解方程组求解。方程组(1)等价于

x

[
1

3

]
+ y

[
−2

2

]
=

[
1

11

]
.

图2给出了向量 (1, 3) 和 (−2, 2) 的一个等于 (1, 11) 的线性组合，其系数就是方程组的解。这是方程组
的列观点。

方程组的矩阵表示 我们可以将(1)写成矩阵乘法的形式：[
1 −2

3 2

][
x

y

]
=

[
1

11

]
(2)

矩阵

[
1 −2

3 2

]
称为线性方程组(1)的系数矩阵。因为(2)等价于(1)，所以

[
1 −2

3 2

][
x

y

]
=

[
x− 2y

3x+ 2y

]
=

[
(1,−2) · (x,y)
(3, 2) · (x,y)

]
.
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图 2 从列的观点理解线性方程组

我们后面会看到，一般的矩阵乘法都可由由向量的点积定义。在上面的例子中，当 x = 3 且 y = 1 时，
我们就能得到 [

1 −2

3 2

][
3

1

]
=

[
1× 3− 2× 1

3× 3+ 2× 1

]
=

[
(1,−2) · (3, 1)
(3, 2) · (3, 1)

]
=

[
1

11

]
.

这恰好对应了 x = 3、y = 1 是方程组(1)的解。

类似的我们可以讨论 R3, …, 至任意高维 Rn 中的线性方程组及其矩阵表示。例如对方程组

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

4x1 + 9x2 − 3x3 = 8

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10

(3)

从几何上看我们有

行观点 三个平面相交于一点

列观点 三个列向量的线性组合得到向量 (2, 8, 10)

而(3)的矩阵表示为 
2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

8

10


A x b

Ax = b 中的变元是 x =


x1

x2

x3

。很容易验证


−1

2

2

，即 x = −1，y = 2 和 z = 2 满足方程组(3)。所以

我们需要定义 Ax 使得 
2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



−1

2

2

 =


2

8

10

 .
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矩阵和向量的乘法. 为了能将

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1

. . .
...

am1x1 + . . .+ amnxn = bm

写成 
a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 =


b1

...

bm


A x b

,

对任意 i ∈ [m] 我们令 Ax 的第 i 个坐标为

ai1x1 + · · ·+ ainxn =
∑
j∈[n]

aijxj = (ai1, . . . ,ain) · (x1, . . . , xn).

那么

Ax =


(a11, . . . ,a1n) · (x1, . . . , xn)
(a21, . . . ,a2n) · (x1, . . . , xn)

...

(am1, . . . ,amn) · (x1, . . . , xn)

 . (4)

有了这个定义后，就可以将我们熟悉的高斯消元通过矩阵乘法来理解。

高斯消元的乘法解释. 考察如下的线性方程组

x− 2y = 1

3x+ 2y = 11.
(5)

通过一步简单消元就能得到

x− 2y = 1
(
将(5)中的第一个等式乘以 3

)
8y = 8

(
(5)中的第二个等式减去上面的结果就可以消去 3x

)
.

我们称这个新的方程组是上三角的，而我们能很容易地解出这样的上三角方程组。

图3给出了这个过程的几何解释。

类似的，对方程组
4x− 8y = 4

3x+ 2y = 11

我们可以得到
4x− 8y = 4 (将第一个等式乘以 3/4)

8y = 8 (第二个等式减去上面的结果就可以消去 3x).
(6)

每一步高斯消元都涉及两个重要的量
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图 3 高斯消元对应的几何变换

主元 (pivot) 用于消元的方程中第一个非零项

乘的系数 以待消去项的系数除以主元的系数

我们重新考察方程组(3)，即
2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

4x1 + 9x2 − 3x3 = 8

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10

(7)

写成矩阵乘法 Ax = b 的形式： 
2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

8

10


A x b

. (8)

作为消元的第一步我们将(7)中的第二个等式减去 2 倍的第一个等式，得到

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

x2 + x3 = 4

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10

. (9)

其矩阵表示为 
2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7



x1

x2

x3

 =


2

4

10

 . (10)

因此从矩阵的角度看，我们将矩阵等式(8)转换成了矩阵等式(10)。而这个过程会由一个所谓的消去矩
阵 

1 0 0

−2 1 0

0 0 1


刻画。如果我们将该矩阵乘以(8)的右侧，根据(4)就能得到(10)的右侧：

1 0 0

−2 1 0

0 0 1



2

8

10

 =


2

4

10

 .
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而根据我们将引入的矩阵乘法（定义2.2），将消去矩阵乘以(8)的左侧系数矩阵，就能得到(10)的左侧
系数矩阵： 

1 0 0

−2 1 0

1 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

−2 −3 −7

 .

作为第二步我们将(9)中的第一个等式加到第三个等式上，得到

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

x2 + x3 = 4

x2 + 5x3 = 12

. (11)

其矩阵表示为 
2 4 −2

0 1 1

0 1 5



x1

x2

x3

 =


2

4

12

 . (12)

这样变元 x1 在第二、第三个方程中就被完全消去。而这步消元所对应的消去矩阵为
1 0 0

0 1 0

1 0 1

 .

将其分别乘以等式(10)的两侧，就能得到等式(12)的两侧：
1 0 0

0 1 0

1 0 1



2

4

10

 =


2

4

12

 和


1 0 0

0 1 0

1 0 1




2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 1 5

 .

在第三步，我们将(11)中的第三个等式减去第二个等式，那么就有

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

x2 + x3 = 4

4x3 = 8

. (13)

写成矩阵形式： 
2 4 −2

0 1 1

0 0 4



x1

x2

x3

 =


2

4

8

 . (14)

这里变元 x2 在第三个方程中被消去。我们得到了一个上三角方程组，也就很容易得到（原）方程组的
解。这最后一步消元对应的消去矩阵是 

1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 .
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将其分别乘以等式(12)的两侧，就能得到等式(14)的两侧：
1 0 0

0 1 0

0 −1 1



2

4

12

 =


2

4

8

 和


1 0 0

0 1 0

0 −1 1



2 4 −2

0 1 1

0 1 5

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4

 .

我们可以将上述三步消元过程对原始方程组(7)的系数矩阵，即(8)等式的左侧，的作用写成如下的矩阵
连乘： 

1 0 0

0 1 0

0 −1 1




1 0 0

0 1 0

1 0 1





1 0 0

−2 1 0

0 0 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



 (15)

根据我们马上要引入的矩阵乘法，可以得到(15)等于


1 0 0

0 1 0

0 −1 1



1 0 0

0 1 0

1 0 1





1 0 0

−2 1 0

0 0 1





2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7



=


1 0 0

−2 1 0

3 −1 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4

 .

事实上，矩阵 
2 4 −2

0 1 1

0 0 4


在整体上刻画了上述的高斯消元过程：

2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

4x1 + 9x2 − 3x3 = 8

−2x1 − 3x2 + 7x3 = 10

=⇒
2x1 + 4x2 − 2x3 = 2

x2 + x3 = 4

4x3 = 8

即从矩阵的观点看，我们有如下的两个等式：
1 0 0

−2 1 0

3 −1 1




2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

 =


2 4 −2

0 1 1

0 0 4


和 

1 0 0

−2 1 0

3 −1 1



2

8

10

 =


2

4

8

 .

2 矩阵和矩阵上的运算
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定义 2.1

令 m,n ⩾ 1。一个 m 行 n 列矩阵（即 m× n 矩阵）A 有如下的形式：
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 .

其中每一 aij ∈ R，我们也称其为第 i 行第 j 列项（或元素）），记为

A(i, j).

一些常用的特殊矩阵

- 方阵：行数和列数相等 (m = n) 的矩阵。

- 全零矩阵：所有元素都为 0 的矩阵，记为 Om×n，在不引起误会的前提下，也会直接用 O。

- 单位矩阵：所有元素都为 0 的方阵，记为 En×n，在不引起误会的前提下，也会直接用 E。

- 对角矩阵：只有对角线 A(i, i) 上非零的方阵，记为 diag(a1, . . . ,an)。

有了矩阵的定义后，我们最重要的目标之一是将线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .
...

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

转换为 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...

xn

 =


b1

b2

...

bm


m× n 矩阵 n× 1 矩阵 m× 1 矩阵

的形式。但除了这里所需的矩阵乘法，我们也会看到矩阵加法及标量乘法也有重要的意义及应用。

矩阵加法. 对两个行数和列数相同的矩阵，我们可以定义它们的加法：
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

+


a ′
11 a ′

12 · · · a ′
1n

a ′
21 a ′

22 · · · a ′
2n

...
...

. . .
...

a ′
m1 a ′

m2 · · · a ′
mn


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=


a11 + a ′

11 a12 + a ′
12 · · · a1n + a ′

1n

a21 + a ′
21 a22 + a ′

22 · · · a2n + a ′
2n

...
...

. . .
...

am1 + a ′
m1 am1 + a ′

m2 · · · amn + a ′
mn


直观上，它对应了将两个线性方程组相加：由

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1

. . .
...

am1x1 + . . .+ amnxn = bm

a ′
11x1 + . . .+ a ′

1nxn = b ′
1

. . .
...

a ′
m1x1 + . . .+ a ′

mnxn = b ′
m

我们得到
(a11 + a ′

11)x1 + . . .+ (a1n + a ′
1n)xn = b1 + b ′

1

. . .
...

(am1 + a ′
m1)x1 + . . .+ (amn + a ′

mn)xn = bm + b ′
m

.

标量乘法.

c


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 =


ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n

...
...

. . .
...

cam1 cam2 · · · camn


矩阵乘法. 下面我们定义最一般的矩阵乘法。

定义 2.2

假设 m,n,p ⩾ 1。给定 m× n 矩阵 A 和 n× p 矩阵 B，即

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 且 B =


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp

 .

那么 AB 是形式为

AB =


c11 c12 · · · c1p

c21 c22 · · · c2p
...

...
. . .

...

cm1 cm2 · · · cmp

 ,

的 m× p 矩阵，其中每个 cij 是 A 的第 i 个行向量与 B 的第 j 个列向量的内积定义：

cij = (ai1, . . . ,ain) · (b1j, . . . ,bnj) = ai1b1j + . . .+ ainbnj =
∑

k∈[n]

aikbkj.

当 p = 1，即矩阵 B 为一列向量，上面的定义恰好是我们已经讨论过的(4)。
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矩阵乘法可以由线性方程组的代入来解释。考察如下的两个线性方程组：

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1

. . .
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym

即


a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 =


y1

...

ym


和

b11z1 + · · ·+ b1pzp = x1
. . .

...

bn1z1 + · · ·+ bnpzp = xn

即


b11 · · · b1p

...
. . .

...

bn1 · · · bnp



z1
...

zp

 =


x1
...

xn


将 z1, . . . , zp 代入 x1, . . . , xn，那么对于任意 i ∈ [m]

yi = ai1x1 + . . .+ ainxn =
∑

k∈[n]

aikxk

=
∑

k∈[n]

aik

∑
j∈[p]

bkjzj

 =
∑

k∈[n]

∑
j∈[p]

aikbkjzj =
∑
j∈[p]

 ∑
k∈[n]

aikbkj

 zj

=
∑
j∈[p]

(ai1, . . . ,ain) · (b1j, . . . ,bnj)zj.

我们可以将上面的过程写成矩阵形式：
a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 =


y1

...

ym

 和


b11 · · · b1p

...
. . .

...

bn1 · · · bnp



z1
...

zp

 =


x1
...

xn

 .

那么 
a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 =


a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn




b11 · · · b1p

...
. . .

...

bn1 · · · bnp



z1
...

zp




因为每一 yi =
∑

j∈[p](ai1, . . . ,ain) · (b1j, . . . ,bnj)zj，这完美符合我们的矩阵乘法定义：
y1

...

ym

 =



a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn



b11 · · · b1p

...
. . .

...

bn1 · · · bnp





z1
...

zp

 .

除了线性方程组，我们还能通过别的一些角度来理解矩阵乘法。

- AB 的每一列都是 A 的列向量的线性组合：将 B 写成[
b1 · · ·bp

]
.

那么
AB =

[
Ab1 · · ·Abp

]
.
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- AB 的每一行都是 B 的行向量的线性组合：将 A 写成：
a1

...

am

 .

那么

AB =


a1B

...

amB

 .

- 将 A 写成由列向量构成的矩阵 [
a1 · · · an

]
,

将 B 写成行向量构成的矩阵 
b1

...

bn

 .

那么
AB = a1b1 + . . .+ anbn.

10


	线性方程组
	求解线性方程组

	矩阵和矩阵上的运算

