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在这一章，我们将首先给出上一章所遗留的定理的证明：

定理 0.1

给定一个 m× n 的矩阵 A，则 row-rank(A) = column-rank(A).

然后我们将给出一般情况下 Ax = b 的解的情况。

1 矩阵的秩

回顾之前的高斯消元法，其作用是将一个方阵 A 转换成了一个上三角矩阵 U，如下所示：

A =


1 2 3

4 5 9

7 8 16

 ⇒


1 2 3

0 −3 −3

7 8 16

 ⇒


1 2 3

0 −3 −3

0 −6 −5

 ⇒ U =


1 2 3

0 −3 −3

0 0 1


我们将通过解方程的方式来证明定理0.1，为此我们需要在一般情况下 (方程个数和变元个数不一定相
同) 时进一步讨论高斯消元法。注意到对任意的矩阵，上述变元的消去过程可能如下所示：

1 2 3 0

4 5 9 2

7 8 16 7

 ⇒


1 2 3 0

0 −3 −3 2

7 8 16 7

 ⇒


1 2 3 0

0 −3 −3 2

0 −6 −5 7

 ⇒


1 2 3 0

0 −3 −3 2

0 0 1 3



1 2 3

4 5 9

7 8 16

8 7 12

 ⇒


1 2 3

0 −3 −3

7 8 16

8 7 12

 ⇒


1 2 3

0 −3 −3

0 −6 −5

0 −9 −12

 ⇒


1 2 3

0 −3 −3

0 0 1

0 0 3


我们称这样最后形成的矩阵为行阶梯形矩阵：

定义 1.1 (行阶梯形矩阵)

对于一个 m× n 的矩阵 A： 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


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对于其中每个 i ∈ [m]，我们定义：

ji =

+∞ 如果第 i 行是零行

min{j ∈ [n] : aij ̸= 0} o.w.

即 aji 是第 j 行中最左边的不为 0 的系数。如果存在 0 ⩽ r ⩽ m 使得：

j1 < j2 < · · · < jr, jr+1 = · · · = jm = +∞
则称 A 为行阶梯形矩阵。

如果 Ax = b 的 A 是行阶梯形，则我们称其是行阶梯形的。

一些例子。 上三角矩阵都是行阶梯形:
1 2 3

0 −3 −3

0 0 1

 ,


1 2 3

0 −3 −3

0 0 0

 ,


1 2 3

0 0 0

0 0 1

 .

下列矩阵也是行阶梯形矩阵：

[
4 −13 0 2

0 11 0 1

]
,


4 −13 0 2

0 11 0 1

0 0 0 0

 .

命题 1.2

令方程组 Ax = b 是行阶梯形的，并且令 r 满足：

j1 < j2 < · · · < jr, jr+1 = · · · = jm = +∞
则方程组有 r 个首元。

证明：由首元和行阶梯形的定义即得。 □

现在我们可以给出高斯消元法在一般方程组下的更为精确的描述:

高斯消元法的一般描述。 对于方程组 Ax = b，我们维护一个值 r ⩽ m 使得：

R1 第一行到第 r 行已经满足行阶梯形的形式 (Row Echelon Form)，即：

j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n

R2 对于矩阵中第 r+ 1 行到第 m 行第 1 列到第 jr 列是一个全零矩阵，即：

aij = 0, ∀i ∈ [r+ 1,m], ∀j ∈ [1, jr]
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第一步: 初始 r = 0:

1. 选择最小的 j ∈ [n] 使得第 j 列有非零的元素，如果这样的 j 不存在，意味着 A = O 并且当 r = 0

时 R1, R2 已经满足，算法结束。

2. 选择最大的i ∈ [m] 使得第 aij ̸= 0。

3. 将第 1行与第 i行进行交换，交换后我们得到在新的第一行中 a1j ̸= 0, 并且对于所有的 t ∈ [1, j−1]

都有 a1t = 0，此时我们有：j1 = j.

4. 对每个 i ′ > 1，我们将第 i ′ 行替换成：

(row i ′) −
ai ′j

a1j
(row 1)

替换之后我们有对于所有的 i ′ > 1，ai ′j = 0。

显然此时对于 r = 1，R1 和 R2 都是满足的。

第 i+ 1 步: 假设对于 r = i，R1 和 R2 都是满足的，我们继续进行如下操作：

1. 选择最小的 j ∈ [ji+ 1,n]使得存在 i ′ ∈ [i+ 1,m]使得 ai ′j ̸= 0，如果这样的 j不存在，算法结束。

2. 选择最大的i ′ ∈ [i+ 1,m] 使得第 ai ′j ̸= 0。

3. 将第 i+ 1 行与第 i ′ 行进行交换，交换后我们得到在新的第 i+ 1 行中 a(i+1)j ̸= 0, 并且对于所有
的 t ∈ [1, j− 1] 都有 a(i+1)t = 0，此时我们有：ji+1 = j.

4. 对每个 i ′ > i+ 1，我们将第 i ′ 行替换成：

(row i ′) −
ai ′j

a(i+1)j
(row (i+ 1))

替换之后我们有对于所有的 i ′ > i+ 1，ai ′j = 0。

显然此时对于 r = i + 1，R1 和 R2 都是满足的。注意到 r ⩽ m，每一步使得算法结束或者满足 R1 和
R2 的 r 增加 1，因此算法一定会结束。因此：

引理 1.3

给定一个 m× n 的矩阵 A，高斯消元法将 A 变成一个有 r 个首元的行阶梯形矩阵 U。

注 1.4

上述过程中，选择最大的是可以更改的，如课堂里我们是按最小的来选择的，这一步主要是为了
挑选一个用来进行消元的行。

我们再用一个例子来说明上述过程:
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例 1.5

考察这样一个矩阵：

A =


0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 2 4 2 0

0 −2 −1 0 2


第一步 的具体过程为：

⇒


0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 2 4 2 0

0 −2 −1 0 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 −2 −1 0 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2


第二步 的具体过程为：

0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 0 0 −3

0 0 6 4 3

0 0 3 2 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 3 2 2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 3 2 2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2


第三步 的具体过程为：

0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 1
2



⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 0

 ⇒


0 2 4 2 0

0 0 6 4 3

0 0 0 0 −3

0 0 0 0 0


此时我们有：

j1 = 2, j2 = 3, j3 = 5
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显然我们有如下结论：

引理 1.6

给定一个 m× n 的矩阵 A，高斯消元法将 A 变成一个有 r 个首元的行阶梯形矩阵 U。

现在我们用首元的个数 来定义矩阵的秩：

定义 1.7 (矩阵的秩)

给定一个 m× n 的矩阵 A，其秩 (rank) 定义为：

rank(A) = 矩阵 A 的首元的个数 = r.

注 1.8 (关于矩阵的秩)

关于矩阵的秩，有很多定义方式，比如同济大学数学科学学院编制的教材《工程数学线性代数》第
7版中给出的定义为矩阵 A 的最高阶非零子式，，而梁鑫等人编著的《线性代数入门》则是直接定
义为矩阵 A 的列秩。这些定义方式都是等价的，当然我会慢慢的证明，对于一个矩阵，这些定义
下的秩都是一样的，从而在使用的时候可以进行混淆。

例 1.9 (可逆矩阵的逆)

顾上一节，注意到一个 n 阶可逆矩阵自然会有 n 个首元，从而：

给定一个 n 阶可逆矩阵 A，则:

rank(A) = column-rank(A) = row-rank(A) = n.

现在我们来考察上述的行阶梯形矩阵，如：

A =


4 −13 0 2

0 11 0 1

0 0 0 0


不难发现：rank(A) = row-rank(A) = 2，所以我们有：

命题 1.11

令 A 是一个 m× n 的行阶梯形矩阵，则 rank(A) = row-rank(A).

事实上，我们可以证明不仅是针对行阶梯形矩阵，对于任意的矩阵 A，其列秩、行秩和秩都是一致的：

定理 1.12

给定一个 m× n 的矩阵 A，则

rank(A) = row-rank(A) = column-rank(A)
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这也直接证明了上一章所遗留的定理0.1。证明的关键是考虑如下的一类矩阵 A：

R =



1 0 0 0 0

0 1 0 3 0

0 0 1 4 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


其是一个行阶梯形矩阵，不仅如此其首元都是 1，并且首元的上方也都为 0，从而我们有：

rank(R) = row-rank(R) = column-rank(R) = 3

我们称这样的矩阵为行最简形:

定义 1.13

回顾一个 m× n 矩阵 A，定义：

ji =

+∞ 如果第 i 行是零行

min{j ∈ [n] : aij ̸= 0} o.w.

则称 A 是行最简形的 (Reduced Row Echelon Form)，如果：

1. 其是行阶梯形的，即存在 0 ⩽ r ⩽ m 使得：

j1 < j2 < · · · < jr, jr+1 = · · · = jm = +∞
2. a1j1 = · · · = arjr = 1，即所有的首元都是 1。

3. 对于所有的 l ∈ [1, r], i ∈ [1, l− 1]∪ [l+ 1,m]，我们都有 aijl = 0，即在首元的那一列中，除
了首元之外的所有元素都是 0。

首先注意到，对于一个行最简形矩阵 R, 我们有：

命题 1.14

令 R 是一个 m× n 的行最简形矩阵，则 rank(R) = row-rank(R) = column-rank(R).

其次对于一个行阶梯形矩阵 A，我们只需要：

1. 选择最大的 jr 满足 jr ̸= ∞，并且存在 k < jr 满足 A(jr, k) ̸= 0，如果这样的 jr 不存在，算法结
束。

2. 对每个 k < jr 满足 A(jr, k) ̸= 0，我们将第 k 行替换成：

(row k) −
A(jr, k)

A(jr, jr)
(row jr)

就能蒋 A 变成一个行最简形矩阵 R，而这恰恰就是高斯-若尔当消元法：
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引理 1.15

给定一个 m× n 的矩阵 A，高斯-若尔当消元法将 A 变成一个行最简形矩阵 R，并且有：

rank(A) = rank(R) = column-rank(R) = row-rank(R)

现在我们回到定理1.12，我们将证明如下引理：

引理 1.16

初等行变换不改变矩阵的行秩。

引理 1.17

初等行变换不改变矩阵的列秩。

在引理1.16和引理1.17的基础上，我们可以证明定理1.12：

证明：[定理1.12的证明]

1. 我们将 A 变成行阶梯形矩阵 U，并且假设其有 r 个首元，则 rank(A) = r。

2. 进一步我们将 U 变换成行最简形，得到 R，其还是有 r 个首元。

3. rank(R) = column-rank(R) = row-rank(R) = rank(A).

4. 注意到我们只使用了初等行变换，从而：

column-rank(A) = column-rank(R), row-rank(A) = row-rank(R)

即：
rank(A) = row-rank(A) = column-rank(A)

□

下面我们完成引理1.16和引理1.17的证明，注意到高斯若尔当消元法是基于如下的三种行变换来进行
的：

1. 行加法：将一行的倍数加到另一行，矩阵如下所示：

EiJ(−k)A =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · −k · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1

...

ai

...

aj

...

an


=



a1

...

ai − kaj

...

aj

...

an


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2. 行交换：交换两行的位置，矩阵如下所示：

PijA =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1

...

ai

...

aj

...

an


=



a1

...

aj

...

ai

...

an


3. 行乘法：将一行乘以一个非零常数，矩阵如下所示：

Di(k)A =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · k · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1





a1

...

ai

...

aj

...

an


=



a1

...

kai

...

aj

...

an


所以我们只需要证明对于这三种初等行变换，其不改变矩阵的列秩和行秩即可：

证明：[引理1.16的证明] 令 A =
[
aT
1 aT

i · · · aT
m

]T
，即令其写成行向量的形式，这里 ai 是 1× n

的行向量。则经过一次初等行变换后，矩阵会变成如下的形式：

A ′ =



a ′
1

...

a ′
i

...

a ′
m


=



a1

...

kai

...

am


或者



a1

...

ai − kaj

...

am


或者



a1

...

aj

...

ai

...

am


从而我们有：

C(AT) = span({a1, . . . ,ai, . . . ,aj, . . . ,am})

= span({a1, . . . ,aj, . . . ,ai, . . . ,am})

= span({a1, . . . , kai, . . . ,aj, . . . ,am})

= span({a1, . . . ,ai − kaj, . . . ,aj, . . . ,am})

即：
row−rank(A) = dim(C(AT )) = dim(C(A ′T )) = row−rank(A ′)
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□

列秩不改变的证明则略微麻烦一些。

证明：[引理1.17的证明] 我们这里仅考虑行交换 的情形，其他两种情绪请同学们自行验证。令：

A =



a11 · · · a1n

...
. . .

...

ai1 · · · ain

...
. . .

...

aj1 · · · ajn

...
. . .

...

am1 · · · amn


=

[
a1 · · · ai · · · aj · · · an

]

交换第 i 行和第 j 行后：

A ′ =



a11 · · · a1n

...
. . .

...

aj1 · · · ajn

...
. . .

...

ai1 · · · ain

...
. . .

...

am1 · · · amn


=

[
a ′
1 · · · a ′

i · · · a ′
j · · · a ′

n

]

我们比较一下 ai 和 aj：

ai =
[
ai1 . . . aik . . . ajk . . . ain

]T
a ′
i =

[
ai1 . . . ajk . . . aik . . . ain

]T
我们需要证明：

dim(span({a1, . . . ,an})) = dim(span({a ′
1, . . . ,a

′
n})).

我们可以发现，对于任意的 t ∈ [n], 1 ⩽ k1 ⩽ k2 ⩽ · · · ⩽ kt ⩽ n 和任意的 c1, . . . , ct ∈ R，我们有：∑
l∈[t]

clakl
= 0 ⇔

∑
l∈[t]

cla
′
kl

= 0

也就是说:

• ak1 , . . .akt
是线性相关的当且仅当 a ′

k1
, . . .a ′

kt
是线性相关的。

• ak1 , . . .akt
是 span(a1, . . . ,an) 的一组基当且仅当 a ′

k1
, . . .a ′

kt
是 span(a ′

1, . . . ,a
′
n) 的一组基。

从而：
dim(C(A)) = dim(span({a1, . . . ,an})) = dim(span({a ′

1, . . . ,a
′
n})) = dim(C(A ′)).

□
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注 1.18

可以看到，对于初等行变换来说：

1. 其不会改变矩阵的行空间。

2. 其会改变矩阵的列空间，但是不会改变列空间的维数。

至此，我们完成了定理0.1的证明，

定理0.1的一个技巧性证明 : 我们再给出一个充满技巧性地简洁证明：

我们只需证明对任意的矩阵 A，其有 row-rank(A) ⩽ column-rank(A) 即可。

设 row-rank(A) = r, column-rank(A) = c。则存在 A的 c个列向量 ai1 , . . . ,aic 是线性无关的，并
且对于 A 中的每个列向量 aj(j ⩽ n)，存在 pj1, . . . ,pjc 使得：

aj = pj1ai1 + · · ·+ pjcaic

从而我们有：

A =
[
a1 · · · an

]
=

[
ai1 · · · aic

]
p11 · · · p1n

...
...

pc1 · · · pcn


记等式最右面的矩阵为 P,P 是一个 c× n 的矩阵，则有：

row-rank(A) ⩽ row−rank(P) ⩽ c = column-rank(A)

□

2 Ax = 0 的解

这一节开始，我们来正式讨论方程组的解的情况。首先来关注 Ax = 0，回顾 A 的零空间 N(A) 的定
义：

定义 (零空间 (Null Space))

给定一个 m× n 的矩阵 A，定义其零空间 N(A) 为：

N(A) = {x | Ax = 0}

即 N(A) 是所有满足 Ax = 0 的 x 的集合。

显然 N(A) 便是 Ax = 0 的解的全体集合，注意到 N(A) 是 Rn 的一个子空间，所以 Ax = 0 的求解实
际上等价于求出 N(A) 的一组基。首先我们关注一个特殊情况：

引理 2.1

令 A 是一个 m× n 的矩阵，则 dim(C(A)) = n 当且仅当 dim(N(A)) = 0。
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注 2.2

事实上，这是线性代数基本定理的一个特殊情况：

dim(C(A)) + dim(N(A)) = n

我们在后续的内容中会详细讨论这个定理。

证明：令
A =

[
a1 · · · an

]
则我们有：

dim(C(A)) = dim(span({a1, . . . ,an})) = n

⇔ a1, . . . ,an是 C(A) 的一组基

⇔ a1, . . . ,an线性无关

⇔ N(A) = {0}

⇔ dim(N(A)) = 0

□

引理2.1实际上描述了 Ax = 0的一种特殊情况，即当 C(A)的维数等于 n时，N(A)的维数为 0，此时
对任意的 b ∈ C(A)，Ax = b 都只有唯一解，自然 Ax = 0 只有平凡解 0。下面我们在看几个例子。

例 2.3 (第一个例子)

考察如下的方程组：

x+ 2y = 0

2x+ 4y = 0
(记作A

[
x

y

]
=

[
1 2

2 4

][
x

y

]
=

[
0

0

]
) =⇒

x+ 2y = 0

0 = 0

方程组只有一个首元，我们称剩下对应的变元是自由变量 (free variable)，这里 y是自由变量，注
意到任取一个 y的值，我们都可以构造该方程组的一个解，特别的，我们令 y = 1，此时产生的解
s:

s =

[
−2

1

]
称之为特解 (special solution)，不难验证：

N(A) = span({s}).
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例 2.4 (第二个例子)

再考虑如下的方程组：

x+ 2y+ 3z = 0, i.e.
[
1 2 3

]
(记作A)


x

y

z

 = 0

这个方程组中，y, z 都是自由变量，分别令 y = 1 和 z = 1 可得两个特解 s1, s2:

s1 =


−2

1

0

 , s2 =


−3

0

1


同样我们有:

N(A) = span({s1, s2}).

上述例子给了我们求解 Ax = 0 的思路，即：

1. 将 A 变成行阶梯形 U 或者行最简形 R。

2. 找到 U 或者 R 中的自由变量，分别令其为 1 求得得到特解。

3. 将特解组合起来，得到 N(A) 的一组基。

特别的，我们称：

1. 首元 (pivot) 所在的列为首元列 (pivot column)，对应的变量 x1, x2 称为主变量 (pivot variables).

2. 剩余列则称为自由列 (free columns)，对应的变量 x3, x4 称为自由变量 (free variables).

下面则是一个帮助理解的例子：

Cx =

[
1 2 2 4

3 8 6 16

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0

 =⇒

[
1 2 2 4

0 2 0 4

]
x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0


在其行阶梯形中, 用红色来表示首元列，蓝色表示自由列：[

1 2 2 4

0 2 0 4

]

到此为止，似乎行阶梯形已经够我们处理 Ax = 0 了，再让我们再来看下行最简形 的好处。我们继续
将上述的矩阵变成行最简形： [

1 2 2 4

0 2 0 4

]
=⇒

[
1 0 2 0

0 1 0 2

]

可以发现：
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1. 所有的首元列构成了一个 r× r 的单位矩阵，这里 r 是首元的个数。

2. 每列自由列都表明了该方程组令该列对应的变元为 1 的一组特解，即：

s1 =


−2

0

1

0

 , s2 =


0

−2

0

1


我们再用一个例子来具体描述一下：令：

A =


p p f p f

| | | | |

| | | | |

| | | | |

 =⇒ R =


1 0 a 0 c

0 1 b 0 d

0 0 0 1 e

0 0 0 0 0


3 个首元列 p

2 个自由列 f

rank(R) = rank(A) = r = 3

从而 Ax = 0 等价于：
1 0 a 0 c

0 1 b 0 d

0 0 0 1 e

0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5


= 0, i.e.

x1 + ax3 + cx5 = 0

x2 + bx3 + dx5 = 0

x4 + ex5 = 0

我们有：

首元 自由变量

x1, x2, x4 x3, x5

也即，x3, x5 是可以任意选择的，而 x1, x2, x4 则由 x3, x5 决定：

x1 = −ax3 − cx5,

x2 = −bx3 − dx5,

x4 = −ex5

特别的，分别令 x3 和 x5 为 1 我们可以得到如下两组特解：

s1 =



−a

−b

1

0

0


, s2 =



−c

−d

0

−e

1


也就是说，行最简形上自由列的每一列其实都直接反映出了一个特解上首元的取值！ 同时我们有：

N(A) = N(R) = span({s1, s2}).
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Ax = 0的一般描述. 现在我们给出Ax = 0的解的一般描述：令A是m×n的矩阵，我们考虑Ax = 0

的解。我们先使用高斯若尔当消元法将 A 转化成行最简形 R，即：

Ax = 0 ⇐⇒


0 · · · b1j1 · · · b1n

0 · · · 0 · · · b2n

0
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · 0





x1
...

xj1
...

xn


= 0

其 rank(A) = r 意味着存在 r 个首元：

b1j1 = b2j2 = · · · = brjr = 1

也就是

首元 自由变量

xj1 , xj2 , · · · , xjr x1, · · · , xj1−1, xj1+1, · · · , xj2−1, · · · , xjr+1, · · · , xn

Rx = 0 对应的方程组为：

xj1 + b1,j1+1xj1+1 + · · ·+ b1,j2−1xj2−1 + b1,j2+1xj2+1 + · · ·+ b1nxn = 0

xj2 + b2,j2+1xj2+1 + · · ·+ b2nxn = 0

...

xjr + · · ·+ brnxn = 0

从而我们可以构造出n− r 个特殊解：

s1 =



1
...

0

0

0
...

0


, · · · , sj1−1 =



0
...

1

0

0
...

0


, · · · , sj1+1 =



0
...

0

−b1,j1+1

1
...

0


, · · · ,

这意味着：

N(A) = N(R) = span({s1, · · · , sj1−1, sj1+1, · · · , sj2−1, · · · , sjr+1, · · · , sn}).

即：
dim(N(A)) + rank(A) = n.

这就是线性代数基本定理的第一部分：

14



定理 2.5 (Fundamental Theorem of Linear Algebra, Part I)

令 A 是一个 m× n 的矩阵并且 rank(A) = r，则：

1. dim(C(A)) = dim(C(AT)) = r。

2. dim(N(A)) = n− r, dim(N(AT)) = m− r。

3 Ax = b 的解

最后我们来讨论对任意的 b，Ax = b 的解的情况。我们需要搞清如下的三个问题：

1. 什么时候 Ax = b 有解？

2. Ax = b 的解的结构是怎么样的？

3. 如何计算 Ax = b 的解？

事实上，当我们搞清楚 Ax = 0 的解的情况时，上述问题都会有很清晰的解答。

第一个问题。 注意到 Ax 实际上是 A 的列向量的线性组合，从而：

定理 3.1

Ax = b 有解当且仅当 b ∈ C(A)

上述定理也等价于下列的表述方式：

定理 3.2

Ax = b 有解当且仅当
rank(A) = rank(

[
A b

]
).

证明：将 A 写成列向量的形式，即：
A =

[
a1 · · · an

]
则我们有：

Ax = b 有解

⇐⇒ b ∈ C(A) = span({a1, · · · ,an})

⇐⇒ span({a1, · · · ,an}) = span({a1, · · · ,an,b})

⇐⇒ dim(span({a1, · · · ,an})) = dim(span({a1, · · · ,an,b}))

⇐⇒ column-rank(A) = column-rank(
[
A b

]
)

⇐⇒ rank(A) = rank(
[
A b

]
)

□
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第二个问题。 假设 xp1 , xp2 是 Ax = b 的两个解，则：

Axp1 −Axp2 = 0 =⇒ A(xp1 − xp2) = 0

即：xp1 − xp2 是 Ax = 0 的一个解。从而我们有：

定理 3.3

令 A 是一个 m× n 的矩阵，xp ∈ Rb 是方程 Ax = b 的一个解，则对任意的 x ∈ Rn：

Ax = b ⇐⇒ x− xp ∈ N(A).

定理3.3告诉我们，Ax = b 的解可以分解成如下的形式：

Ax = b的一个解xp + Ax = 0的解x

特别的，我们称xp 为 Ax = b 的一个特解。从而令

s1, . . . , sl

是 Ax = 0 的一组特殊解，即其零空间 N(A) 的一组基，从而 l = n − rank(A)。则任何一个 Ax = b

的解都可以表示为：
x = xp + c1s1 + · · ·+ clsl.

注意到 A 的秩 r 应该满足：

r = rank(A) = column-rank(A) = row-rank(A) ⩽ min{m,n}

从而我们有：

m n dim(N(A)) Ax = b 的解的个数

= r = r 0 1

= r > r ⩾ 1 ∞
> r = r 0 0 or 1

> r > r ⩾ 1 0 or ∞
表 1 不同情况下 Ax = b 的解的情况

第三个问题。 由前面的讨论可知，我们可以通过高斯若尔当消元法来求得 Ax = b 的解：

1. 对增广矩阵
[
A b

]
使用高斯若尔当消元法，将其变成行最简形

[
R c

]
。

2. 根据
[
R c

]
令所有的自由变量为 0，求得 Ax = b 的一组特解 xp，如果不存在特解，则 Ax = b

无解。

3. 根据 R 求得 Ax = 0 的一组基 s1, . . . , sl。
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4. 最后 Ax = b 的解可以表示为：

x = xp + c1s1 + · · ·+ clsl,

这里 c1, . . . , cl ∈ R.

最后我们再通过一个例子来理解一下上述过程：

例 3.4

我们来求解下列的方程组 Ax = b，其中：

A =


1 2 3 5

2 4 8 12

3 6 7 13

 ,b =


0

6

−6

 即：


x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 0

2x1 + 4x2 + 8x3 + 12x4 = 6

3x1 + 6x2 + 7x3 + 13x4 = −6

解：对
[
A b

]
使用高斯若尔当消元法变成行最简形得：


1 2 3 5 0

2 4 8 12 6

3 6 7 13 −6

 =⇒


1 2 0 2 −9

0 0 1 1 3

0 0 0 0 0

 (记为
[
R c

]
)

1. x1, x3 是首元，令自由变元 x2 = x4 = 0 可求得 Rx = c(即 Ax = b) 的一个解 xp：

xp =


−9

0

3

0


2. 考察方程组 Rx = 0，分别令 x2 = 1 和 x4 = 1 可以求得其解得一组基 s1, s2:

s1 =


−2

1

0

0

 , s2 =


−2

0

−1

1


3. 从而 Ax = b 的解可以表示为 x：

x = xp + c1s1 + c2s2 =


−9

0

3

0

+ c1


−2

1

0

0

+ c2


−2

0

−1

1

 =


−9− 2c1 − 2c2

c1

3− c2

c2


□
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