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第一章：计算理论



第 1 题

设计一个计算两个自然数相乘的图灵机。

• 编码：二进制或一进制
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第 2 题

在第 7 页，定义了何谓一台图灵机 M 解决一个问题 f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗。证明绝大部分
问题是不可计算的。

• 什么是“绝大部分”？

• 可数 v.s. 不可数
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第 3 题

设计一台将一进制数 1n 转换成二进制数 ⌞n⌟ 的图灵机。你设计的图灵机的时间函数是
什么？将二进制数转换成一进制数呢？

• 均摊分析

• 时间函数是关于输入长度的函数
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第 4 题

函数 log∗(x) 定义如下：

log∗(1) = 0，

log∗(x) = 1+ log∗(log(x))， 若x > 1。

设计计算 log∗(x) 的图灵机。你设计的图灵机的时间复杂性是多少？

• log∗ = tower−1，其中 tower(n+ 1) = 2tower(n)
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第 5 题

证明符号集为 {0, 1,□,▷} 的多带图灵机可以模拟如下类型的图灵机，并且模拟过程中使
用的额外计算是多项式时间的：

1. 带子是双向无限的，符号集可以任意大小。证明模拟可以在线性时间内完成。

2. 将带子换成三维坐标定义的第一象限体，符号存放在整数坐标点上。

3. 证明具有一条读写带的图灵机可以模拟 k带图灵机。

• 配对函数：π2(x, y) = 1
2
(x+ y)(x+ y+ 1) + y

• π3(x, y, z) = π2(π2(x, y), z)
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第 6 题

有一台“厉害的”双带图灵机，该机有三个特殊的状态 q?, q=, q̸=。当机器处于状态 q? 时，
进行如下计算：若两个读写头处于同一位置（比如都处于所在带子的第 7 格），机器进入
状态 q=，若两个读写头处于不同位置，机器进入状态 q ̸=。设计一台多带图灵机模拟这
台“厉害的”的图灵机的计算。
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第 7 题

设 T(n), T ′(n) 为时间可构造。证明 T(n) + T ′(n)、T(n)·T ′(n)、T(n)T ′(n) 均为时间可构
造。能证明 T(n)/T ′(n) 是时间可构造吗？log T(n) 呢？

• 时间可构造 v.s. 完全时间可构造
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第 8 题

考虑第 12 页的定理 1.2: 存在通用图灵机 U 和多项式 c，使得对任意长度为 n的输入串
x，若 Mα(x) 在 T(n) 步内停机，则 U(α, x) 在 c(|α|)T(n) log T(n) 步内停机。
如果在定理 1.2 的证明中，我们让 |Ri| = 2·2i2。证明在哪一步会出问题？如果没有问题
的话，我们会得到一个更高效的通用图灵机！
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第 10 题

证明第 24 页的推论 1.3: 设 T(n) = ω(n)，设图灵机 M 在 T(n) 步内判定 L。对任意
ϵ > 0，存在图灵机 M ′，M ′ 能在 ϵT(n) 步内判定 L。

• 只能对足够大的 n证明该结论。
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第 11 题

利用分配律 x∧ (y∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z) 和 x∨ (y∧ z) = (x∨ y)∧ (x∨ z)，是否可在
多项式时间内将合（析）取范式转换成析（合）取范式？

• 不能假设 NP ̸= P
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第 13 题

说明：若忽略不终止性，在第 28 页上定义的非确定的“通用”图灵机是正确的。

• “若忽略不终止性”= 停机时一定给出正确的结果
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第 14 题

证明第 44 页的命题 3: 若 A ⩽K B ⩽K C，则 A ⩽K C。若若 A ⩽C B ⩽C C，则 A ⩽C C。
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第 15 题

证明 EXPEXP = 2-EXP。

22
n

/2n = 22
n−n
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第 16 题

证明 2SAT ∈ P。

x∨ y ⇐⇒ (¬x→ y)∧ (¬y→ x)
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第 17 题

写一段对数空间程序，解决在第 46 页 (1.16.1) 中定义的问题 MULP:

MULP = {(a, b, c) | a, b, c为二进制数，且 a · b = c}.

• “对数空间”是关于输入长度的对数

• 输入长度是其表示数值的对数
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第 18 题

证明第46页的定理1.11(空间压缩定理): 设图灵机M在 S(n)空间判定 L。对任意 ϵ > 0，
存在图灵机 M ′，M ′ 能在 ϵS(n) + 1空间内判定 L。

• 是否需要“+1”？

18



第 19 题

证明第 51 页的引理 1.8: 隐式对数空间可计算函数就是对数空间可计算函数。

Definition [隐式对数空间可计算函数]
1. ∃c, ∀x, |f(x)| ⩽ c|x|c

2. {⟨x, i⟩|i ⩽ |f(x)|} ∈ L

3. {⟨x, i⟩|f(x)i = 1} ∈ L
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第 23 题

证明 PSPACEPSPACE = PSPACE。
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第 25、26 题

考虑第 59 页的定理 1.18(时空定理):

TIME(S(n)) ⊆ SPACE
(

S(n)

log(S(n)

)

将引理 1.10 的证明细节补上。

证明：即便 S(n) 不是空间可构造的，
定理 1.18 依然成立。
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第二章：难解性



第 1 题

证明：假定 NP ̸= P，不存在保持可满足性的多项式时间算法将合取范式转换成析取范
式。

• NP ̸= NP-完全
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第 2 题

证明：若 A,B ∈ NP，则 AB := {ab | a ∈ A,b ∈ B} ∈ NP。

• 输入中不包含分隔符
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第 3 题

设 A ∈ NPC 和 B ∈ P。证明：若 A ∩ B = ∅，并且 A ∪ B ̸= {0, 1}∗，则 A ∪ B ∈ NPC。

• NP 完全性是基于 Karp 归约定义的

• “归”约，而非“规”约

思考：如果 NP = P，空语言 ∅ 和全语言 {0, 1}∗ 是不是 NP 完全的？
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第 4 题

证明：SAT ⩽K IP。

IP = Integer Programming
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第 5 题

证明
{
ψ01|ψ|c | ψ ∈ SAT

}
∈ NPC，并且

{
ψ012

|ψ|

| ψ ∈ SAT
}
∈ P。
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第 6 题

在定理 2.3 的证明a中，我们假定 TMNP的验证器 M 是健忘的。如果不做此假定，我们应
该如何构造从 TMNP到 SAT的归约？

a即 Cook-Levin 定理。

• 记录读写头的位置
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第 7 题

设 TMEXP 为语言 {⟨α, x, 1n⟩ | Mα(x)在2n步内输出1}。证明 TMEXP 是 EXP-完全的。这
种构造时间复杂性类完全问题的一般方法是否适用于空间复杂性类，比如 PSPACE？

• 对于空间复杂性类，如何确保停机？
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第 8 题

在命题 7 的证明中，我们用到了 SAT的稠密性。证明此性质。

• 稠密性 = 语言中长度不超过 n的串有 2poly(n) 个。
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第 9 题

指出下面“证明”的错误：假定 NP = P，那么 NPO = PO 对任意神谕 O成立。根据定理
2.6，存在神谕 B使得 NPB ̸= PB。矛盾。因此 NP ̸= P。
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第 10 题

设 f是可计算函数，g是处处有定义的可计算函数。定义神谕是函数 g的类型 Pg，并定
义 f ⩽C g。
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第 11 题

在库克归约的定义中，子程序调用是适应性的，即神谕图灵问的第 i+ 1个问题可能依赖
于神谕前面问过的 i个问题的答案。定义非适应性库克归约 ⩽naC 。
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第 12 题

在量化布尔公式的定义中，见第 33 页 (1.10.3) a ，要求 φ(x1, . . . , xn)是合取范式。证明：

1. 若要求 φ(x1, . . . , xn) 是析取范式，QBF依然是 PSPACE-完全的；

2. 若只要求 φ(x1, . . . , xn) 不含量词，QBF依然是 PSPACE-完全的。
a公式 (1.10.3) 为Q1x

1Q2x
2 · · ·Qnxn.φ(x1, · · · , xn)。

• PSPACE 对补运算封闭
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第 13 题

证明：Σpi = Σpi+1 蕴含 Σ
p
i = PH。

Σ
p
i+1 = NPΣ

p
i
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第 14 题

定义一个神谕 A，使得 PHA = PA 成立。

• 什么是神谕？

• 什么是 PHA？
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第 16 题

证明：若 A,B ∈ Σpi，必有 A ∪ B,A ∩ B ∈ Σpi。

典型错误
设 A和 B分别由图灵机 M1 和 M2 计算。对于 A ∪ B，分别调用 M1 和 M2，输出结果
的析取；对于 A ∩ B，输出结果的合取。
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